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1 Topologicky prostor
Definice 1.1. Necht x # 0 je mnoZina (neprdzdnd) a T je systém jejich podm-
nozin, ve kterém jsou splnény ariomy:

l.0er,zem,

2. ABetr—-ANBeT,

3. Sjednoceni libovolného podsystému mnozin patri do T.

Potom se T nazyva topologii na X a (X, 7) se nazyva topologicky prostor.
Mnoziny z T se nazyvaji oteviené mnoziny. Mnozina se nazyva uzaviend, kdyz
je jeji doplnék oteviend mnozina.

Definice 1.2. A je uzaviend mnozina kdyZ X \ A je oteviend mnozina. V kazdé
topologii je prazdna mnozina a celd mnozina X uzaviend i oteviena.

Véta 1.3. (o uzavienych mnoZinich)
1. 0,X €7 (uzaviend),
2. A, B € 7(uzaviend) - AN B € T (uzaviend),
3. A; € T(uzaviend), i € I — UA; € T(uzaviend).
Driikaz.

Definice 1.4. Necht je (X, T) topologicky prostor. MnoZinu B (mnoZina otevie-
nych podmnozin X) nazveme bdzi topologie 7, kdyZ kazdd oteviend mnoZina v T
je sjednocenim mmnozin z B.

Axiomy baze
(P) UB = X (sjednoceni mnozin z baze pokryji celé X),
(B) Pro kazdé By, By € B, B N Bs je sjednoceni mnozin z béze.

Véta 1.5. B C 2% je bdzi nejaké topologie prdvé tehdy, kdyZ plati (P) a (B).
Diikaz.
Priklad.



Vé&ta 1.6. Topologicky prostor (X,7) mnozina B otevienych podmnozin z X je
béze topologie pravé tehdy, kdyz pro kazdé x € U, U jeotevenmnoina, existujeB
€eB,xeBCU.

Diikaz.

Definice 1.7. X je mnoZina, P je predbdze, P C 2%. Ezxistuje takovd topologie
T, Ze P C T, Ze ta topologie je diskrétni. P je predbdze takové topologie.

Véta 1.8. Kdyz je P pokryti X, pak B je baze nejhrubsi topologie na X, ktera
obsahuje P.
Diikaz.

Véta 1.9. Necht na prostoru X méme 2 baze - By, By a necht tyto baze na X
urcuji topologii T a71e. Potom pro kazdé b; € By a pro kazdé a € B existuje
by € By takové, ze a € by C by pak 71 C To.

Diikaz.

Definice 1.10. Mdme prostor X, A C X,z € A a topologie. A nazyvdme okolim
bodu x pravé tehdy, kdyz existuje B C T tak, Ze x € B C A.

Poznamka: Okoli bodu nemusi byt pouze oteviena mnozina. B staci hledat mezi
bazovymi mnozinami.

Véta 1.11. Necht A je podmnozinou X, Jestlize pro kazdé x z A, existuje okoli
takové, Ze to okoli je podmnoZinou A, pak A je oteviend mnozina. Dikaz.

Véta 1.12. Papir.

2 Vnitrek a uzavér mnoziny

Definice 2.1. Vnitfek a uzavér mnoziny
Véta 2.2.

1. Vnitfek mnoziny A je nejvétsi oteviend mnozina lezici v A.

2. Uzavér mnoziny A je nejmens$i uzaviend mnozina obsahujici A.
Véta 2.3.

1. MnozZina A je oteviend pravé tehdy, kdyz int A = A.

2. Mnozina A je uzaviend pravé tehdy, kdyz uzavér A = A.
Véta 2.4. Dikaz.
Véta 2.5. Dikaz.
Definice 2.6

Definice 2.7. Bod x se nazyva vnitini (uzdvérovy, hraniéni) bod mnoziny A,
jestlize x € intA.

Véta 2.8 Dukaz.

Husta mnoZina - papir!



3 Topologické podprostory

Definice 3.1
Véta 3.2 7 ziZené na Y je topologie. Dikaz.

Definice 3.3. Topologie 7 zizend na Y se nazyva indukovand (relativni) topo-
logie na Y. Priklad.
Véta 3.4.

Véta 3.5.

1. Oteviend podmnozina otevieného (pod)prostoru je oteviend i v nadpro-
storu.

2. Uzaviend podmnoZina uzavieného (pod)prostoru je uzaviend i v nadpro-
storu.

Véta 3.6 Stopa husté mnoziny v otevieném podprostoru je husta v podprostoru.
Diikaz.

4 Spojité zobrezeni
Definice 4.1
Véta 4.2.

1. Kdyz existuje takova baze okoli bodu x a existuje baze okoli bodu f(x)
takové, ze pro kazdé C z okoli bodu f(x), existuje B z okoli bodu x tak, ze

f(B)<C.
2. Kdyz je f spojité v bodé x, pak pro kazdé U z topologie na Y a existuje V
z topologie na X, {(V) C U.
Véta 4.3. Zobrazeni f : X — Y, pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
1. f je spojité zobrazeni.
2. Pro kazdé A C X plati, ze f(uzvrA) C uzévér f(A).
Vzor kazdé uzaviené mnoziny je uzaviend mnozina.

Vzor kazdé oteviené mnoziny je oteviend mnozina.

oo W

Existuje predbaze P na Y takova, ze vzor kazdého jejiho prvku je oteviena
v X.



Diikaz.
Tvrzeni 4.4. Stopa spojitého zobrazeni je spojité zobrazeni. Dikaz.

Véta 4.5. X,Y jsou topologické prostory. Zobrazeni f : X — Y. Necht U je
pokryti prostoru X a f zizené na U je spojité, pro kazdé U z topologie na Y.
Potom f je spojité, kdyz U je oteviené pokryti nebo U je kone¢né uzaviené
pokryti. Diukaz.

Specialni pripad spojitych zobrazeni - spojita funkce - f: X — R.

C(X,Y) - mnozina spojitych zobrazeni z X do Y.

C(X) - spojité funkce z X

Véta 4.6. Necht f,g € C(X), ¢ € R. Potom plati, ze f+g, f-g, c*f, f*g, absolutni
hodnota f, maximum a minimum z funkci, podil f a g, jsou spojité.

5 Homeomorfismus

Definice 5.1. Zobrazeni f : X — Y je homeomorfismus pravé tehdy, kdyz
zobrezeni f je spojité a bijektivni a inverzni zobrezeni od f: Y — X je spojité.

Definice 5.2. Zobrezeni f : Y — X je vloZeni, kdyz jeho stopa na Y je ho-
meomorfismus. (f je vlozeni, kdyz plati, Ze f je injektivni a spojité a pro kazdé
oteviené A z Y, existuje A’ z X oteviené, tak Ze f(A) = priunik A’ s {(Y)

Kazdy homeomorfismus je vloZeni.

6 Hausdorfovsky prostor

Definice 6.1. Prostor X se nazyvd Hausdorfovsky, kdyz pro kazdé z,y € X,
kdy x se nerovna y, existuje okoli x a okoli y, takové, zZe jejich prinik je préazdna
mnozina.

Véta 6.2. Prostory X,Y a Y je Hausdorfuv. Zobrazeni f,g : X — Y jsou
spojité. Potom mnoZina, takové Zze x € X tak, Ze f(x) = g(z) je uzaviena.
Diikaz.

Dusledek 6.3. Zobrazeni f, g : X — Y jsou spojité. Y je Hausdorfuv prostor. H

C Xjehustmnoina.Pakkdyzm fagnaH, paksezuenzobrezenrovnaj, rovnajseinezenzobrazen.

Dikaz.

Dusledek 6.4. Zobrazeni f,g: X — Y jsou spojité. Y je Hausdorfav prostor.
Kdyz yg € Y, potom obraz y, je uzaviena podmnozina X.
Diikaz.



7 Soucdin topologickych prostoru
(X,7) a (Y,7), B je bdze X a B’ je baze Y. Soucin bézi je baze soucinu topolo-
gickych prostort.

1. Tuto strukturu miizeme rozsifit na koneény pocet prostor.

2. Pokud tuto strukturu rozsifime na nekonecny pocet prostorti, dostaneme
tzv. bot topology 7wO; - oteviena v X;

3. Bot mnozina je oteviend v Bot topology. Je prilis velkd nepouziva se.

4. Piiklad.

Definice 7.1. Souéinova topologie na sou¢inu topologickych prostort. I1(X;, i €
I) je topologie s piedbazi P - obrazy A;, kde A; jsou oteviené mnoziny, vSechny
p; jsou spojité zobrezeni.

Véta 7.2. Soucinova topologie je nejhrubsi takova, ze kazdé p; jsou spojité.

Véta 7.3. Zobrazeni f: X —II(X;) je spojité pravé tehdy, kdyz p; po f je spojité
pro kazdé j € I.
Diikaz.

Véta 7.4.
1. Souéin spojitych zobrazeni je spojité zobrazeni.
2. Soucin homeomorfismt je homeomorfismus.
3. Soucin vloZeni je vlozeni.

Dikaz.

Separabilni prostor je takovy, ktery obsahuje hustou mnozinu, ktera je spocita-
telnd - raciondlni, realna cisla.

Véta 7.5. Soucin spocetné soustavy separabilnich prostort je separabilni pro-
stor.
Diikaz.

8 Faktorova topologie

1. Relace ekvivalence - reflexivita, symetrie a tranzitivita.

2. X/R - faktorovd mnozina, jejiz prvky jsou tfidy ekvivalence rozkladu podle

R

3. Surjektvni zobrazeni - kazd4 tiida ekvivalence mé vzor (nemusi to byt
topologie).



Definice 8.1. Faktorova topologie na prostoru X/R je definovina nasledovné:
Mnozina A je oteviend v X/R pravé tehdy, kdyz vzor A (pfes projekci) je
oteviena v X.

Véta 8.2. Faktorova topologie je nejhrubsi topologie na X/R, pro kterou je
projekce PR spojita.
Diikaz.

Véta 8.3. Zobrazeni f je spojité praveé tehdy, kdyz je f po PR spojité.
Diikaz.

Véta 8.4. KaZzdy metricky prostor je Hausdorfuv.
Diikaz. Jednoduchy.

Posloupnost - definice limity?
Véta Kdyz je x = lim z,,, kdyz x,, € A, pak x je z uzévéru A.
Diikaz.

Ordinélni ¢isla - velikosti nekonecen
Vétax =lima, a f: X > Y,z € X afjespojité v bodé x, pak f(x) = lim
(f(xy,)) - opa¢nd imlikace plati v metrickém prostoru.

Véta V kazdém Hausdorfovském prostoru méa kazda posploupnost nejvice 1
limitu - bez predpokladu véta neplati.

9 Metrické prostory

Definice 9.1. Posloupnost (z,,) konverguje k x € X, kdyprokade > 0, existuje
ng takové, ze kazdé n (vétsi rovno) ng pak d(x,z;) <€, v, — .

Véta 9.2. (X,d) je metricky prostor. A C X je uzaviend pravé tehdy, kdyz
kazdé konvergentni posloupnost v A konverguje k z € A.
Driikaz.

Véta 9.3. (X,d1) a (Y,dz) jsou metrické prostory a f: (X,71) — (Y,72) je spojité
pravé tehdy, kdyz z,, — xpakf(x,) — f(z).

Diikaz.

Dusledek 9.4. (X,d;) a (Y,ds) jsou metrické prostory a f : X — Y je spojité
pravé tehdy, kdyz pro kazdé g a € | 0, existuje ¢ 0 takové, ze dy(x,x0) | I, pak
do(f(x),f(x0)) j €.

Cauchyovské posloupnost.
10 Uplné metrické prostory
Definice 10.1. Posloupnost {xn}ne 5y metrickeho prostoru (X,d) se nazjvd

Cauchyovskd, jestlize pro kazZdé € > 0 existuje ng € N, a pro kazZdé i ng
d(z;, xj) <e.



Véta 10.2. Kazda konvergentni posloupnost je cauchyovské. Dikaz.
Priklad

Definice 10.3. Metricky prostor se nazyvd uplny pravé tehdy, kdyz kazdd cau-
chyovskd posloupnost je konvergentni.

Véta 10.4.
1. Uplny podprostor metrického prostoru je uzaviend mnozina.

2. Uplny podprostor metrického prostoru je uzavienad mnozina.

Dikaz.

Dusledek 10.5. Podprostor A uplného metrického prostoru je uplny prave
tehdy, kdyZ A je uzaviend mnoZina.

11 Rovnomeérné spojité zobrazeni

Definice 11.1. Zobrazeni f : (X,d1) — (Y,dz2) je rovnomérné spojité pravé
tehdy, kdyZ pro kazdé e > 0 existuje 6 > 0: pro kazdé x,y € X plati, Ze di(x,y) <
6 = da(f(2), fy)) <e.

Poznamka - je-li f rovnomérné spojité, pak je spojité (opacéné neplati) - implikace
se miiZze obratit pouze v kompaktnim prostoru

Véta 11.2. (X,d), f : X - R; z € X, A je podmnozinou X, x — d(z, A) € R,
d(z, A) =inf{d(z,a)},a € A, pak je f rovnomérné spojité zobrazeni.
Diikaz.

Véta 11.3. Zobrazeni f : X — Y a g :Y — Z jsou 2 rovnomérné spojité
zobrazeni. (X, dy), (Y, dz), (Z,ds) jsou metrické prostory. Pak go f : X — Z je
také stejnomérné spojité zobrazeni.

Diikaz.

Véta 11.4. Jestlize f : X — Y je rovhomérné spojité, a {z, } je Cauchyovska
posloupnost v X, pak {F(z,)} je Cauchyovské posloupnost v Y.
Diikaz.

Dusledek 11.5. Zobrazeni f : (X, d;) — (Y,d2) je rovhomérné spojité. {z,} je
posloupnost v X, kterd konverguje x,, — . Potom {f(z,)} je posloupnost vY,
f(x,) —f(x) €Y.

Diikaz.

Duisledek 11.6. Necht existuje bijekce X — Y tak, ze fi f~! jsou rovnomérné
spojité, pak metricky prostor X je uplny pravé tehdy, kdyz Y je uplny.
Driikaz.



12 Kontrakce

Definice 12.1. Necht (X,dy), (Y,d3) jsou 2 metrické prostory. Zobrazeni f :
(X,d1) — (Y,d2) se nazgvd kontrakce prdvé tehdy, kdyz existuje k: k € (0;1)
tak, Ze pro kazdé x,y € X plati do(f(x), f(y)) < k *di(z,y).

Véta 12.2. Kontrakce je rovnomérné spojité zobrazeni.

Diikaz.

Véta 12.3. Necht (X, d;) je Gplny metricky prostor, f : X — X je kontrakce.
Potom existuje pravé 1 xz € X tak, ze f(x) = x.

Diikaz.

13 Zuplnéni metrického prostoru

Definice 13.1. (X,d1)(Y,d2),f : X — Y se nazgvd izometrie prdvé tehdy,
kdyz dao(f(x), f(y)) = di(z,y) pro kaZdé z,y € X. X,Y se nazjvaji izometricke,
jestlize existuje izometrie f : X — Y.

Izometrie je rovnomérné spojité zobrazeni, které je injektivni z vlastnosti me-
triky. Jestlize je f surjektivni zobrazeni, pak i f~! je izometrie. Potom kazda
surjektivni izometrie je homeomorfismus.

Izometrie f: X — Y, kdeY jeplnmetrickprostortak, e f (x)jevY hust, senazvzplnnmetrickhoprostoruX.

Véta 13.2. (Hausdorffova zaplnéni metrického prostoru) Kazdy met-
ricky prostor je izometricky s podprostorem tuplného metrického prostoru.
Diikaz.

Dusledek 13.3. Ke kazdému metrickému prostoru existuje jeho zuplnéni.
Diikaz.

Dusledek 13.4. Kazda Cauchyovska posloupnost je ohranicena
Diikaz.

14 Vlastnosti souvisejici se spocetnosti
1. X je separabilni pravé tehdy, kdyz existuje spocetnd hustd podmnozina

2. X spliuje 1.axiom spocetnosti pravé tehdy, kdyz kazdy bod méa spocetnou
bézi okoli (napt¥. kazdy metricky prostor)

3. X spliuje 2.axiom spocetnosti pravé tehdy, kdyz X mé spocetnou bazi
4. X je Lindelsfovsky pravé tehdy, kdyz kazdé oteviené pokryti mé spocetné
podpokryti.

Véta 14.1. 2. axiom spocetnosti plati pravé tehdy, kdyz je separabilni.

Lemma 14.2. Jestlize existuje baze B tak, ze kazdé pokryti prostoru prvky
baze B ma spocetné podpokryti, pak je prostor lindeléfovsky.



Dikaz.

Véta 14.3. (Lindelsfova) Plati-li 2.axiom spocetnosti, pak je lindelsfovsky.
Diikaz.

Véta 14.4. X je metricky prostor, 2.axiom o spocetnosti pravé tehdy, kdyz je
separabilni a lindelsfovsky. (Pfedpoklad se da zeslabit na metrizovatelny pro-
stor.)

15 Kompaktni prostory

Definice 15.1. Topologicky prostor je kompakint, jestlize kazZdé jeho oteviené
pokryti obsahuje konecné podpokryti.

Mnozina A je kompaktni, jestlize je kompaktni jako podprostor topologického
prostoru.

Véta 15.2 Topologicky podprostor Y podmnozinou X je kompaktni praveé
tehdy, kdyz kazdé jeho pokryti mnozinami otevienymi v X, obsahuje koneéné
podpokryti.

Diikaz.

Véta 15.3
1. Sjednoceni 2 kompaktnich mnozin je kompaktni mnozinou.

2. Jestlize A je kompaktni a U je oteviend, tak A-U je kompaktni.
Diikaz.

Dusledek 15.4. Uzaviena podmnozina kompaktniho topologického prostoru je
kompaktni.
Diikaz.

Véta 15.5. Zobrazeni f : X — Y je spojité, A je podmnozinou X, jeslize je A
kompaktni, tak i f(A) je kompaktni.
Diikaz.

Dusledek 15.6. Faktorovy prostor kompaktniho topologického prostoru je kom-
paktni.

Dusledek 15.7. Kompaktni prostor neni homeomorfni s nekompaktnim topo-
logickym prostorem.



Véta 15.8. A je kompaktni, pak kazdd nekoneénd posloupnost A, mé limitni
bod (kazdé okoli bodu mé s A neprazdny prinik).
Diikaz.

Definice 15.9. (X,7), X se nazgvd sekvencidlné kompakini, jestlize kaZdd po-
sloupnost v X ma konvergentni podposloupnost. Pak se X nazyvd limit-point
kompakint, jestliZe kazZdd nekonecénd podmnoZina md limitni bod.

Véta 15.10. X je metrizovatelny prostor, tak nasledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni:

1. X je kompaktni
2. X je limit-point kompaktni
3. X je sekvencialné kompaktni

Dikaz.

16 Kompaktni Hausdorffovy prostory

Véta 16.1.
1. Kompaktni mnozina v Hausdorffové prostoru je uzaviena.

2. Prtnik libovolného systému kompaktnich mnozin v Hausdorffové prostoru
je kompaktni mnozinou.

Dikaz.

Véta 16.2. Zobrazeni f : X — Y spojita bijekce, X je kompaktni, Y je Hausdor-
ffav. Pak f je homeomorfismus.
Diikaz.

Véta 16.3. (Hein - Borelova) A je podmnozinou R"™ a je kompaktni pravé
tehdy, kdyZ A je uzaviend a ohranicena.
Diikaz.

Véta 16.4. (Tichonovova véta) Kartezsky souin kompaktnich prostort je
kompaktni prostor.
Diikaz.
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