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1 Elementárńı metody řešeńı ODR

1.1 Exaktńı ODR 1.̌rádu, separace proměnných a inte-
gračńı faktory.

Odkaz (zdroj - doc. Sergyeyev):
Totálńı diferenciálńı rovnice zahrnuje 2 nebo v́ıce závisle proměnné s jejich
ddiferenciály nebo diferenciálńımi koeficienty s ohledem na 1 nezávisle proměnnou,
která může nebo nemuśı vystupovat explicitně v rovnici.

Řád diferenciálńı rovnice je řád nejvyšš́ıho derivace.

Stupeň diferenciálńı rovnice je nejvyšš́ı mocninou proměnné.

Exaktńı rovnice.

Obyčejná diferenciálńı rovnice prvńıho řádu a prvńıho stupně může být vyjádřena
ve tvaru totalńı diferenciálńı rovnice

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0,

kde P a Q jsou funkce proměnných x a y (nezahrnuje p). Když je diferenciál je
Pdx + Qdy nevynásoben nějakým faktorem, vyjadřitelným ve tvaru du, kde u
je funkce proměnných x a y, pak je rovnice exaktńı.

Rovnice
Pdx+Qdy = 0

je exaktńı a jej́ı primitivńı funkce je

u = c,

potom následuj́ıćı vyjádřeńı Pdx + Qdy a ∂u
∂xdx + ∂u

∂y dy muśı být ekvivaletńı

(pro du), to znamená

P =
∂u

∂x
,Q =

∂u

∂y
.

Potom
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
,
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dokazuje, že ekvivalentńı vyjádřeńı ∂2u
∂x∂y je spojité.

Podmı́nka ∂P
∂y = ∂Q

∂x je nezbytná. Zbývá ukázat, že je podmı́nka dostatečná. To
znamená, že pokud je podmı́nka splněna, pak je rovnice exaktńı a jej́ı primi-
tivńı funkce můžeme nalézt pomoćı kvadratury (vyjádřeńı řešeńı rovnice pomoćı
integrálu).

Nechť u(x, y) je definovaná jako

u =

∫ x

x0

P (x, y)dx+ ϕ(y),

kde x0 je libovolná konstanta a ϕ(y) je libovolná funkce pouze proměnné y.
Potom u = c je primitivńı funkce Pdx+Qdy = 0, pokud

∂u

∂x
= P,

∂u

∂y
= Q.

Prvńı podmı́nka je splněna, druhá určuje ϕ(y), tedy:

Q(x, y) =
∂u

∂y
=

∫ x

x0

∂P

∂y
dx+ϕ′(y) =

∫ x

x0

∂Q

∂x
dx+ϕ′(y) = Q(x, y)−Q(x0, y)+ϕ′(y),

a proto

ϕ(y) =

∫ y

y0

Q(x0, y)dy,

kde y0 je libovolné. Podmı́nka je tedy dostatečná, rovnice je exaktńı a jej́ı
primitivńı funkce je ∫ x

x0

P (x, y)dx+

∫ y

y0

Q(x0, y)dy = c.

Separace proměnných.

Konkrétńım př́ıpadem exaktńıch rovnic je když P je funkćı pouze proměnné x
a Q funkćı pouze proměnné y. V tomto př́ıpadě je rovnice následuj́ıćı

X(x)dx+ Y (y)dy = O,

a je to rovnice se separovanými proměnými. Jej́ı primitivńı dunkćı je∫
Xdx+

∫
Y dy = c.

Daľśı možný tvar rovnice pro separaci proměnných: XY1dy+ x1Y dy = 0, může
být přepsána do tvaru X

X1
dy + Y

Y1
dy = 0.

Př́ıklad.
Homogenńı rovnice.
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Pokud P a Q jsou homogenńı funkce proměnných x a y, stejného stupně n,
rovnice je redukovatelná substitućı y = vx na rovnici se separovatelnými proměnnými.
Plat́ı

P (x, y) = xnP (1, v), P (x, y) = xnQ(1, v),

a proto
P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0.

Dále substituce

{P (1, v) + vQ(1, v)}dx+ xQ(1, v)dv = 0

nebo
dv

ϕ(v)
+
dx

x
= 0,

kde

ϕ(v) = v +
P (1, v)

Q(1, v)
.

Řešeńım je ∫
dv

ϕ(v)
= log

c

x
.

Př́ıklad.

Když je rovnice Pdx+Qdy = 0 homogenńı a exaktńı, tak je integrovatelné bez
úvodu o kvadratuře. Dokažme, že to neplat́ı pro n = 1.

Rovnice typu
dy

dx
= F

(Ax+By + C

ax+ bx+ c

)
,

kde A,B,C, a, b, c jsou konstanty, takové že Ab − aB 6= 0, můžou být trans-
formovány do homogenńı formy lineárńı transformaćı proměnných x = h+ ξ a
y = k + η, kde ξ, η jsou nové proměnné a h, k jsou konstanty, takové, že plat́ı
Ah+Bk + C = 0 a ah+ bk + c = 0. Rovnice má pak tvar

dη

dξ
= F

(Aξ +Bη

aξ + bη

)
,

kde F je homogenńı funkce proměnných ξ, η stupně 0. Konstanty h, k jsou
určeny Ab− aB 6= O.
Když Ab− aB = O, potom η je novou zavisle proměnnou definouvanou

η = x+
By

A
= x+

by

a
,

potom
dη

dx
= 1 +

b

a
F
(Aη + C

aη + c

)
.

Nyńı jsou proměnné separovatelné.
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Př́ıklad.
Odkaz (český zdroj): http://lences.cz/domains/lences.cz/skola/subory/Skripta/BA02-
Matematika%20II/M03-Obycejne%20diferencialni%20rovnice%20I.pdf

Uvažujme jednoduchou rovnici

y · dx+ x · dy = 0.

Tato rovnice lze řešit separaćı proměnných, budeme ji ale řešit jinak. levou
stranu rovnice můžeme zapsat jako diferenciál součinu proměnných. Rovnici
tedy můžeme přepsat takto

d(xy) = 0.

Řešeńım rovnice rovnice je
xy = C,

kde C je libovolný parametr.
Funkce z = f(x, y) je funkćı dvou proměnných se spojitými parciálnimi derivacemi
prvńıho řádu, pak jej́ım totálńım diferenciálem: je

dz =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy.

Je-li tedy
f(x, y) = C,

potom umı́me sestavit diferenciálńı rovnici prvńıho řádu pomoćı výpočtu totálńıho
diferenciálu.

Definice: Předpokládejme, že výraz obsahuj́ıćı diferenciály tvaru

M(x, y)dx+N(x, y)dy

je totálńım diferenciálem některé funkce f(x, y). Pak nazýváme diferenciálńı
rovnici

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0

exaktńı diferenciálńı rovnićı.

Kritérium exaktnosti: Funkce M(x, y) a N(x, y) jsou spojité a maj́ı spojité
parciálńı derivace prvńıho řádu. Potom výraz

M(x, y)dx+N(x, y)dy

je totálńım diferenciálem některé funkce právě tehdy, když plat́ı

∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂x
.

Postup řešeńı a př́ıklad.
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Integračńı faktor: Rovnice ve tvaru M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 nemuśı být
vždy exaktńı. V některých př́ıpadech lze rovnici, která neńı exaktńı na exaktńı
rovnici převést. Rovnici vynásob́ıme vhodnou funkćı µ(x, y), kterou nazýváme
integračńım faktorem. Rovnice, pak vypadá následovně

µ ·M(x, y)dx+ µ ·N(x, y)dy = 0,

nemuśı s p̊uvodńı rovnićı být ekvivalentńı.

Př́ıklad.

1.2 Homogenńı ODR 1. řádu.

1.3 Některé zvláštńı př́ıpady ODR 1.̌rádu.

1.4 Vybrané metody řešeńı ODR vyšš́ıch řád̊u.

5


