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1 Zakladni pojmy

Nejdrive si uvedeme par zakladnich pojmi.

Necht P, oznacduje poéateéni investici a r je nominalni Grokovéa mira za rok.
Kdyz P(t) oznacuje nakumulovanou ¢astku béhem ¢ let, potom investice Py na
jeden rok s tirokovou mirou r vynasi

P(l)=Py+rPy=Py(1+7). (1)
Po dvou letech bude mit vynos
P(2)=P(1)+7rP(1) = Py(1 +7) +rPy(1 +7) = Py(1 + 1)
Tedy P(t) je potom ddno vzorcem
P(t) = Py(1+ )" 2)

V téchto pripadech byl trok pfipisovan ro¢né. Protoze trok neni ziskany
pouze z Py, ale taky z tirokovani, tak je vinosnéjii jej pfipisovat ¢astéji. Urokova
mira r tedy nemusi byt jen rocni. MizZeme ji rozdélit podle riiznych prechodnych
obdobi béhem roku. Naptiklad, na pololetni, mési¢ni nebo denni trokovou miru
nebo dokonce muzeme trocit kountinualné.

1.1 Pololetni, mési¢ni a denni sloZené uroceni

Za Uc¢elem troceni jiného nez ro¢niho, potfebujeme modifikovat rovnici (2). Na-
piiklad, kdyZ chceme tro¢it pololetné, (2) upravime nésledovné

P(t) = Po(1+1)", ()

kde i = r/2 pro dvé pfechodné obdobi a n = 2¢, kde ¢ je pocet let. Tedy pro

ro¢ni obdobi plati
2 2
T r
P(l):Po<1+2> =P0<1+7‘+4>.

Pfi srovnani se vzorcem (1), je jasné, ze skladani troku pololetné je vice ziskové
nez roéni.



Podobné tprava je provedena s rovnici (2), kdyz dro¢ime mési¢né, tedy

r 12t
Pt)=PFP| 1+ —
(t) 0( + 12) )

a podobné pro denni tiroceni v pribéhu t let
.\ 365
Pt)=PFP|14+ — .
®) 0( * 365)

Obecna formule pro troceni je potom nasledujici

P, (t) = Py (1 + ;)m, (4)

kde t je pocet let, na které jsme P, investovali a m oznacuje pocet pfechodnych
obdobi v prubéhu roku.

1.2 Kontinualni sloZzené tiroceni

V predchozi kapitole jsme zjistili, ze castéjsi aroceni nam dava vétsi vynos. Proto
si také ukazeme troceni na kontinudlni bazi, které maximalizuje Grokovy zisk.
Zavedeme tedy limitu rovnice (4)

m—r oo m—o0

mt

coz nam d& vzorec pro kontinualni tiroceni.

2 Hypotéky

Nyni nastinime pozadi hypoték a uréime, jak jsou odvozeny fixni periodické
splatky. Jako v predchozi kapitole oznacime P, jako pocate¢ni kapital a r je
nomindlni Grokova mira za rok. Dobu amortizace (spldceni) ozna¢ime T a fixni
periodicka splatka za hypotéku je z. Tyto splatky mizou byt placeny naptiklad,
rocné, meésicné, atd.

Pro zadatek uvazujme ptipad, kde jsou splatky placeny ro¢né. Kdyz P(i) je
zbyvajici dluh po ¢ letech a P(0) = Py, potom

Pli+1)=PH)(1+r)—uz, 1=0,1,2,...,
Tedy, kdyz ¢« = 0, tak
P1)=P0O0)(1+4+7r)—ax=P(1+r)—u=, (6)
déle proi =1
P2)=P)(1+r)—2=P(1+r)?—z(1+7) -z

Tyto vzorce generuji rekurzivné vztah pro P(T'), kde pro libovolné T' € N plati
T—1

(I+7r)
i=0

P(T)=P(1+r)7" -z : (7)




2.1 Splatky hypotéky

Vyuzitim rovnice (7), mizeme uréit fixni periodickou splatku hypotéky x. Podle
konec¢né geometrické sumy:

T-1 T_
Zqi:{ qq—ll’ q#1
i=0 T, g=1"

kdyz nasledné nastavime, ze ¢ = 1 4 r, dostaneme vztah

= A+ nT -1 (14T -1
;<1+T>_ (I4+r)—1 r ’

kde r # 0. Proto se da rovnice (7) zjednodusit na nésledujici rovnici:
P(T) = Po(1+7)" = [(1+1)T = 1]~ 8)

K urceni velikosti splatek musi byt hypotéka splacena v ptibéhu T let, nastavme
tedy, ze P(T) =0, a kdyz vyjddiime x z (8), dostaneme, ze
Pyr(14r)T
= Pl 0
1+nrnT -1

coz je rocni slatka hypotéky.
Pro splatky placené m-krat za rok je vzorec
T
R+ o)
(4 LymT -1

2.2 Kontinualni iroc¢eni hypotéky
K troceni hypotéky na kontinudlni bazi vyuzijeme vztah (5), tedy
P(t) = Poe”, (11)

kde p znad¢i tirokovou miru.
Piedpoklddejme, Ze je hypotéka splacend kountinudlné tak, ze > 0, a P(t)
je kapital. Potom pro malé At > 0 plati, Ze

P(t+ At) = P(t) + [pP(t) — 2] At (12)
nebo
P(t+ At) — P(t)
At

Limitou, kdy At — oo a oznacenim derivace P’(t) dostaneme obyéejnou linedrni
diferencialni rovnici

~ pP(t) — x.

P'(t)—pP(t)=—-x  P(0)=D.



Abychom rovnici vyftesili, vynasobime ji integraénim faktorem e~ *t, tedy

i[P(t)efpt] = —ge Pt

[P'(t) = pP(B)e " = =

Integraci obou stran od 0 do 7" dostaneme, ze

T d T
/ —[P(t)e PYdt = —/ e Ptdt
o dt 0

a vyresenim obou integralu dostaneme
P(T)e Pt — Py = Z(e=rt — 1).
p
Nyni vyjadiime P(T') a ziskdme néasledujici vzorec
P(T) = Pye="t — L(e=rt — 1),
p

ktery ndm udava zbyvajici dluh v ¢ase T'. K urceni splatek x, které splati hypo-
téku za T let, nastavime P(T) = 0 a vyjadiime z. Proto je vzorec pro kontinualni
splatky nasledujici
Pype "
T T

(13)

2.3 Variabilni Grokova mira

V predchozi kapitole jsme predpokladali, Ze p je konstantni mira, nicméné v
mnoha pfipadech je p variabilni, je funkci ¢asu. Abychom zachovali nastaveny
¢as amortizace, frekvence, ve které jsou placeny splatky, musi byt také zavisl4,
tedy « = z(t). Upraveny vzorec pro splatky s variabilni irokovou mirou p(t) je
dén rovnici

p(t)e—p(t)(T—t)

o) = PU) —ma—a 1

0<t<T, (14)
kde z(t) je okamzitd mira splaceni, kterd by splatila dluh, kdyZ bychom pted-
pokladali, Ze se tirokova mira nebude ménit po ¢as t. Nyni upravime vztah (13)
vyuzitim variabilni trokové miry p(t). Substituci (14) za = a pfesunutim vSech
prvkil na levou stranu dostaneme, ze

P'(t) — p(t)P(t) + P(t)% = 0.
Nasledujici tpravou pak dostaneme
, e—PM(T—1)
P(t) + P(t)mp(t) =0, (15)
a to muzeme vyjadrit jako
P'(t) + a(t)P(t) = 0, (16)



kde « je odpovidajici substituce.
Abychom vyfesili P(t), musime rovnici vynasobit odpovidajicim integrac¢nim

T)dr

faktorem efo a zintegrovat. Dostaneme, ze

P g (7 dr .

Spoctenim integralu dostaneme
P(t)elo «dr — p.

a naslednym vyjadfenim P(t) a dozenim « z (15) dostaneme, Ze

b (P e—p(t)(T—1)
_ p(t)e ¢
P(t)_PoeXp|:/01_e—p(t)(T—t)dT

3 Splaceni uvéru

Urceni, kdy bude ptjcka splacena, vyzaduje odvozeni podobné u hypoték v
predchozi kapitole. V tomto pfipadé predpoklddame, ze mame konstantni miru
splatek x a variabilni trokovou miru p(t). Tedy

P'(t) = p(t)P(t) = —=,

ze které dosazenim dostaneme, Ze

t
P(t)e” Jormar — p, x/ e~ Jo plo)doqr
0
a naslednym vyuzitim odpovidajiciho integra¢niho faktoru a vypoctem integralu
dostaneme

T
Py = ac/ e~ Jo plo)doqr
0

transcendentalni rovnici pro 7', ktera mize byt vyfesena numericky, kdyz zname
miru p.

4 Soucdasna hodnota

Soucasné hodnota znamené, kolik stoji platba ocekavana za t let, nyni. Napii-
klad, pro mési¢éni uroceni, je sou¢asnd hodnota PV urcena FeSenim rovnice (4)
pro FPy:

Pyo(t)
(1 + Z’)12t ’
kde ¢ = r/12. Podobné, kdyz hleddme sou¢asnou hodnotu investice, ktera je
troc¢end kontinudlné s konstantni trokovou mirou, potom podle rovnice (11)
dostaneme, ze

PV = P, =

PV = P(t)e"".

Pro variabilni Grokovou miru, kde P’(t) — p(t)P(t) = 0, dostaneme, Ze

PV = P(t)e™ Jo P47,



5 Dichody

Hypotéky a pujcky jsou formy dichodi; jsou to sekvence plateb, které jsou
provadény na strukturovaném zakladé. V této kapitole se podivame na dalsi
typ duchodu, kde je investovana fixni hodnota, na oplatku mame konstantni
tok penéz se sazbou x az do smrti. Tyto dichodové piijmy se lisi od hypoték a
ptjcek v tom, ze délka zivota je ndhodné proménna.

Abychom odvodili vzorec pro tyto platby, musime dale rozvést koncept sou-
¢asné hodnoty. Jak jsme uvedli, dtichodové prijmy jsou vyplaceny fixni hodnotou
Ky takovou, ze Ko > PV. Tedy

T
p

kde T je cas smrti a p je irokova mira zaloZzend na kontinudlni bazi.

T
Ky > PV = / ze Pldt = (1 — e 1),
0

6 Funkce miry rizika

Funkce miry rizika fesi problém variabilni délky zivota pro urcité typy dtchodu.
Funkce miry rizika se da urcit oc¢ekavanou délku zivota. Kdyz ¢ je vék nahodné
vybrané osoby, potom funkce miry rizika h(t) je ddna

. 1
h(t) = Al;rgo EProb{A|B}, (17)

kde A je pfipad, kdy osoba umie béhem periody (¢,t+ At), B je pfipad, kdy je
osoba nazivu v Case t a At reprezentuje ¢asovy prirustek. Pravdépodobnost, Ze
osoba je naZivu v ¢ase t se nazyva survivor function, znadici se S(t), a plati

S(t + At) = Prob{ A|B} - Prob{ B}, (18)

kde A znadi p¥ipad, Ze je osoba nazivu v ase t + At.

7 Dichodovy problém

Nyni se vratme k dtichodiim. KdyZ oznad¢ime soucasnou hodnotu dichodu za
Y, potom
Y =Z(1—eT), (19)
p
kde x/p je soucasna hodnota diichodu placeného dozivotné. Pravdépodobnost,
ze soucasna hodnota je mensi nebo rovna hodnoté y, nam ukazuje nasledujici

Prob{Y <y} = Pmb{x(l —e " < y}7
p
nebo ekvivalentné
1
Prob{Y <y} = Prob{T < -In(1- ”y)}.
p x



Distributivni funkce Fy (y) je tedy dédna néasledovné

_ _1  py
FY(y)=P?”06{Y<y}={ 1 S( , (1 m)), py < x,
1, py>ux,

a hustota distributivni funkce fy (y) je

0, py>=x.
Diky tomu, ze f(t) = —S’(¢), a to implikuje, ze
1 _1 _pry <
fY(y) — { mfpyf( P h’l(]. T ))7 Py — .’E, (20)
0, py>x.
Kdyz se zaméfime na konstantni riziko h(t) = A > 0 a udélame substituci

hustoty distributivni funkci f(y) = Ae™*Y, potom po zjednoduseni rovnice (20)
dostaneme, ze

A pyyE—1
S(I=£25)» ) < )
O o1

Vyuzitim tohoto vztahu, oéekdvand hodnota souc¢asné hodnoty diichodu E(Y)
je ddna nasledovné:

By =3 | ’ y<1 - pj) " a (22)

a substituci z = py/x a integraci po ¢dstech dostaneme
x

A+p

E(Y) = (23)

8 Jak se ocekavana hodnota duchodu méni

Znalost odchylky ocekavané doby zivota je dtlezitd k posouzeni rizika pojis-

tovny, které ptijima pii prodeji dtichodu. Z teorie pravdépodobnosti zname:
V(Y)=E(Y - EY)]’) = BE(Y?) - [EY)]*.

Vyuzitim funkce o¢ekavané hodnoty pro konstantni miru rizika definované vztahy
(22) a (23), je odchylka dédna nasledovné

V(Y)= /Op y* fy (y)dy — (Aip>2-

Néslednou substituci odpovidajici hodnoty pro fy (y) z (21) a integraci po ¢as-
tech ziskdme odchylku:

Py

N Y

(24)



