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1 Náhodná procházka

- poznámky dr. Nábělkové

2 Podmı́něná očekáváńı

- poznámky dr. Nábělkové

3 Wiener̊uv integrál

- poznámky dr. Nábělkové

Riemannůuv integrál Wienerova procesu

Wienerova integrace

4 Ito̊uv integrál

5 Itoovo lemma

6 Stochastické diferenciálńı rovnice

Klasická diferenciálńı rovnice: x′(t) = a(t, x(t)), x(0) = X0 - jsme schopni určit
řešeńı.

Jak dostaneme do ODR náhodný prvek? - Řekneme, že počátečńı podmı́nka je
x(0) = X0(ω), ω ∈ Ω, kde X0 je náhodná veličina.

Nejsme schopni určit řešeńı. Řešeńım je soustava (stochastický proces) řešeńı s
danou pravděpodobnost́ı.

Pro dané ω → WP → stochastický proces, sledujeme jen 1 realizaci.

Takto definovaná DR je náhodná diferenciálńı rovnice. Má bĺıže k ODR - stejný
zp̊usob řešeńı.
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Separace proměnných:

x(t)− x(0) =

∫ t

0

dx =

∫ t

0

a(s, x(s))ds,

x(t) = x(0) +

∫ t

0

a(s, x(s))ds.

Symbolické vyjádřeńı (1): dXt = a(t,X(t))dt+ b(t,X(t))dWt (Itoova SDR). X
jsou stochastické procesy.

Integrace (dostaneme něco, co připomı́ná Itoovo lemma) (2): XT − X0 =∫ T
0
a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)dWt - Itoova SDR - koretńı vyjádřeńı.

Řešeńı se měńı v závislosti na čase, ale také WP má vliv na řešńı DR. Jsou
r̊uzné stochastické rovnice, zálež́ı na stochastickém procesu.

Poznámka: Ačkoliv rovnice (1) vypadá obdobně jako ODR dx = a(t, x(t))dt je
zásadńı rozd́ıl mezi ODR a SDR.

1. ODR může být psána ve tvaru x′(t) = dx
dt = a(t, x(t)), tedy diferenciály

dx, dt jsou výrazy, které můžeme chápat jako reálné proměnné a můžeme
jimi obě strany násobit i dělit.

2. V př́ıpadě SDR je situace naprosto odlǐsná, WP neńı nikde diferencov-
atelný. Výrazy dWt

dt a dXt

dt nemaj́ı žádný smysl a nemůžeme s nimi pra-
covat jako v ODR. Z praktického hlediska můžeme využ́ıt rovnici (1) k
výpočtu, pokud je to z hlediska značeńı vhodné, ale je potřeba mı́t na
paměti, že se jedná pouze o symbolickou reprezentaci.

Funkce a, b jsou deterministické funkce, ale jejich proměnné jsou stochastické
procesy, kromě času t.

Co budeme považovat za řešeńı? Existence a jednoznačnost řešeńı?

Definice: Řešeńım Itoovy stochastické diferenciálńı rovnice nazýváme stocha-
stický proces {Xt, t ∈ [0;T ]}, který vyhovuje následuj́ıćım podmı́nkám:

1. SP je adaptovaný vzhledem k Wienerově filtraci.

2. Oba integrály, které se vyskytuj́ı v rovnici (2) jsou řádně definovány (adap-
tované, ohraničené).

3. Xt je funkćı WP a koeficient̊u (funkćı) a, b - (změna a, b→ změna řešeńı,
ale také jiný WP, jiné řešeńı).

Věta: Předpokládejme, že počátečńı podmı́nka X0

1. má konečný druhý moment - E(X2
0 ) <∞,

2. je nezávislá na WP.
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Dále předpokládejme, že funkce a(t, x) a b(t, x) jsou pro všechna t ∈ [0, T ] a pro
všechny proměnné x, y ∈ R (pro posledńı podmı́nku)

1. jsou spojité,

2. splňuj́ı Lipschicovu podmı́nku vzhledem ke 2.proměnné: |a(t, x)−a(t, y)|+
|b(t, x)− b(t, y)| ≤ k|x− y|.

Potom má Itoova SDR (2) jediné řešeńı.
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7 Odvozeńı Black-Scholesovy rovnice

Rozd́ıl mezi WP a křivkou akcíı - neńı záporný.

Transformace WP pro zobrazeńı nákupu a prodeje akcíı: Xt = σWt+µt (martin-
gal a trend) - obecný tvar stochastického procesu. Toto ještě může být záporné.

Úprava: St = S0 exp{σWt + (µ− σ2

2 )t}.

Ukažte pomoćı Itoova lemmatu, že proces splňuje tuto SDR: dSt = σStdWt +
µStdt.

f(x, t) = exp{σWt + (µ− σ2

2 )t}
df(t,Wt) = f ′(t,Wt)dWt + [ 12f

′′(t,Wt) + ḟ(t,Wt)]dt
Derivace:

Dosazeńı: σ exp{σWt + (µ − σ2

2 )t}dWt + 1
2σ

2 exp{σWt + (µ − σ2

2 )t}dt + (µ −
σ2

2 ) exp{σWt + (µ− σ2

2 )t}
Úprava: dSt = σ exp{σWt + (µ− σ2

2 )t}dWt + µ exp{σWt + (µ− σ2

2 )t}dt,
dSt = σStdWt + µStdt.
S0 - konstanta, pro jednoduchost rovna 1.

Definice: Evropská kupńı opce s realizačńı cenou E a datem uplatněńı T dává
jej́ımu držiteli př́ıležitost (právo nikoli povinnost) koupit od upisovatele jednu
akcii dané společnosti v čase T za cenu E.
- Americkou opci můžeme uplatnit kdykoliv v časovém intervalu.

• ST ≤ E - bezcenná opce¨

• ST > E

Hodnota opce v čase T: (ST − E)+ = max{0, ST − E}
Cena opce: V (t, St) - záviśı na ceně akcie a čase.
V (T, ST ) = (ST − E)+

Chceme zjistit cenu opce v čase 0: V (0, S0) =? - To řeš́ı B-S rovnice.

Př́ıklad: Aplikujte IL na V (t, St) za účelem výpočtu dV (t, St), St je proces, ale
ne WP.
df(t,Xt) = f ′(t,Xt)a(t,Xt)dWt+[ḟ(t,Xt)+f

′(t,Xt)b(t,Xt)+
1
2f

′′(t,Xt)a
2(t,Xt)]dt

dXt = a(t,Xt)dWt + b(t,Xt)dt
dSt = σStdWt + µStdt
IL (f = V ): dV (t, St) = σStV

′(t, St)dWt+[V̇ (t, St)+µStV
′(t, St)+

1
2σ

2S2
t V

′′(t, St)]dt

Samofinancuj́ıćı portfolio - tvořeno dluhopisy (bezriziková složka) a riziková
aktiva (akcie). Portfolio bude mı́t stejnou rizikovost jako opce (o opci toho
zat́ım moc nev́ıme).
Samofinancuj́ıćı - finance neproud́ı dovnitř, ke změnám docháźı předprodejem.

Zaj́ımá nás:
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