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Př́ıklad 1. Najděte kladná reálná č́ısla a, b tak, aby body A[a, 0], B[0, b] a C[2, 4] ležely na jedné
př́ımce a aby vzdálenost bod̊u A a B byla minimálńı. Vypočtěte tuto vzdálenost.

Řešeńı:
Vyjádř́ıme vzdálenost bod̊u A a B,

|AB| =
√
(a− 0)2 + (0− b)2 =

√
a2 + b2. (1)

Potřebujeme převést (1) na funkci jedné proměnné, na to využijeme informaci, že body A,B,C
lež́ı na jedné př́ımce. Směrový vektor př́ımky AB je u⃗AB = (a,−b), tud́ıž normálový vektor je
n⃗AB = (b, a). Rovnice př́ımky AB je tedy ve tvaru bx + ay + q = 0, kde q ∈ R. Pro výpočet q
dosad’me do rovnice př́ımky např. bod A.

ba+ a · 0 + q = 0

q = −ab

Rovnice naši př́ımky je tedy bx+ ay − ab = 0. Protože i bod C lež́ı na této př́ımce, plat́ı

2b+ 4a− ab = 0 (2)

b(2− a) = −4a (3)

b =
4a

a− 2
, a ̸= 2 (4)

Předpokládejme, že a = 2, pak z (2) plyne, že 2b+ 4 · 2− 2b = 8 ̸= 0, situace a = 2 tedy nemůže
nastat. Dosad́ıme-li (4) do (1), dostaneme vzdálenost bod̊u A,B vyjádřenou jako funkci jedné
proměnné:

|AB|(a) =

√
a2 +

(
4a

a− 2

)2

=

√
a2

(
1 +

16

(a− 2)2

)
= |a|

√
a2 − 4a+ 20

(a− 2)2
=

=
|a|

|a− 2|
√

a2 − 4a+ 20 (5)

Pokud 0 < a < 2, pak z (5) plyne

|AB|(a) = a

2− a

√
a2 − 4a+ 20 (6)

Prvńı derivace (6) je tedy

|AB|′(a) = (2− a)− a(−1)

(2− a)2

√
a2 − 4a+ 20 +

a

2− a
· 2a− 4

2
√
a2 − 4a+ 20

=

=
2

(2− a)2

√
a2 − 4a+ 20− a√

a2 − 4a+ 20

(7)
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Položme (7) rovno nule abychom našli body podezřelé z extrému:

2

(2− a)2

√
a2 − 4a+ 20− a√

a2 − 4a+ 20
= 0

∣∣∣ ·√a2 − 4a+ 20 > 0

2a2 − 8a+ 40

(2− a)2
− a = 0

2a2 − 8a+ 40− a(4− 4a+ a2)

(2− a)2
= 0

2a2 − 8a+ 40− 4a+ 4a2 − a3 = 0

−a3 + 6a2 − 12a+ 40 = 0

a3 − 6a2 + 12a− 8− 32 = 0

(a− 2)3 − 32 = 0

(a− 2− 2
3
√
4)

[
(a− 2)2 + 2

3
√
4(a− 2) + 8

3
√
2
]
= 0.

Protože kvadratický polynom v druhé závorce nemá reálné kořeny (ověřte, že D < 0), dostáváme
pouze jedno řešeńı a0 = 2 + 2 3

√
4. Předpoklad ovšem byl, že 0 < a < 2, což náš kořen a0 očividně

nesplňuje.
Pokud a < 0 ∨ a > 2, pak z (5) plyne

|AB|(a) = a

a− 2

√
a2 − 4a+ 20 (8)

Prvńı derivace (8) je tedy

|AB|′(a) = (a− 2)− a

(a− 2)2

√
a2 − 4a+ 20 +

a

a− 2
· 2a− 4

2
√
a2 − 4a+ 20

=

=
−2

(a− 2)2

√
a2 − 4a+ 20 +

a√
a2 − 4a+ 20

(9)

Vid́ıme, že derivace (9) je stejná jako (7) až na znaménko, což při položeńı rovno nule nehraje
žádnou roli. Dostáváme tedy stejný kořen a0 = 2+2 3

√
4. Jelikož nemáme žádné jiné body podezřelé

z extrému, je a0 náš hledaný extrém. Z (4) můžeme spoč́ıtat č́ıslo b:

b =
4a

a− 2
=

8 + 8 3
√
4

2 3
√
4

=
4 + 4 3

√
4

3
√
4

·
3
√
16

3
√
16

=
4 3
√
16 + 4 · 4

4
= 2

3
√
2 + 4.

Vzdálenost bod̊u A,B je pak

|AB| =
√
(2 + 2

3
√
4)2 + (2

3
√
2 + 4)2 =

√
4 + 8

3
√
4 + 8

3
√
2 + 4

3
√
4 + 16

3
√
2 + 16 =

√
20 + 24

3
√
2 + 12

3
√
4 =

= 2

√
5 + 6

3
√
2 + 3

3
√
4.

Hledané č́ısla jsou tedy a = 2 + 2 3
√
4 a b = 2 3

√
2 + 4, pak je |AB| = 2

√
5 + 6 3

√
2 + 3 3

√
4 minimálńı.
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