
39. Topologická dynamika
Definice: Trajektorie bodu x ∈ X je posloupnost γ(x) = {fn(x)}n≥0.

Definice: Definujeme limitńı množinu bodu x ∈ X jako množinu ω(x) =

ω(x, T ) =
⋂
m≥0

⋃
n≥m

fn(x)

Lemma: Pro libovolné x ∈ X je limitńı množina ω(x) neprázdná, uzavřená
a silně invariantńı.

Definice: Bod x ∈ X je asymptoticky periodický, pokud existuje periodický
bod z ∈ X takový, že d(fn(x), fn(z)) → 0 pro n → ∞

Lemma: Limitńı množina ω(x) obsahuje pouze konečně mnoho bod̊u právě
tehdy, když je x asymptoticky periodický bod. Pokud ω(x) obsahuje
nekonečně mnoho bod̊u, tak žádný isolovaný bod ω(x) neńı periodický.
(Důkaz? Block, str 72)

Definice: Necht’ Λ = Λ(f) =
⋃
x∈X

ω(x) je množina všech limitńıch bod̊u

všech trajektoríı. Plat́ı f(Λ) = Λ. Nav́ıc pro libovolné m ∈ N plat́ı
Λ(f) = Λ(fm).

Definice: Bod x ∈ X je rekurentńı, pokud x ∈ ω(x) nebo pokud fnk(x) → x
pro nějakou posloupnost přirozených č́ısel nk → ∞.

Definice: Bod x ∈ X je nebloudivý pokud každá otevřená množina obsa-
huj́ıćı x obsahuje aspoň dva body nějaké trajektorie nebo fnk(xk) → x
pro nějakou posloupnost bod̊u xk → x a posloupnost přirozených č́ısel
nk → ∞.

Definice: Necht’ P je množina všech periodických bod̊u, R množina všech
rekurentńıch bod̊u a Ω množina všech nebloudivých bod̊u.
Plat́ı P ⊂ R ⊂ Λ ⊂ f(Ω) ⊂ Ω = Ω

Lemma: Necht’ f : I → I, J otevřený podinterval I, který neobsahuje žádný
periodický bod f . Potom:

(i) J obsahuje nejvýše jeden bod libovolné limitńı množiny ω(x)

(ii) J neobsahuje žádný rekurentńı bod

(iii) pokud x ∈ J je rekurentńı, pak žádný jiný bod jeho trajektorie
nelež́ı v J
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Tvrzeńı: Množina nebloudivých bod̊u Ω je obsažena v uzávěru množiny
eventuelně periodických bod̊u. (Důkaz? Block, pg 79)

Tvrzeńı: Pokud x ∈ Ω(f) a x neńı eventuelně periodický, potom x ∈ Ω(fn)
pro každé n ≥ 1. (Důkaz? Block, pg 83)

Definice: Množina M ⊂ X je minimálńı, pokud je neprázdná, uzavřená a
invariantńı a žádná jej́ı podmnožina nemá tyto tři vlastnosti. Ekviva-
lentně, neprázdná množina M je minimálńı, pokud γ(x, f) = M pro
každé x ∈ M .

Př́ıklad: Konečná množina je minimálńı právě tehdy, když je to periodická
orbita.

Lemma: Neprázdná množina M je minimálńı právě tehdy, když ω(x, f) =
M pro každé x ∈ M .

Důsledek: Minimálńı množina je silně invariantńı.

Lemma: Každá neprázdná uzavřená invariantńı množina F obsahuje mi-
nimálńı množinu. (Důkaz?, Block pg 92)

Lemma: Každá nekonečná minimálńı množina je Cantorova - uzavřená podmnožina
intervalu, která neobsahuje žádné isolované body a žádný interval.

Definice: Bod x ∈ X je silně rekurentńı pokud pro každou otevřenou množinu
U obsahuj́ıćı x existuje N ∈ N : N = N(U) takové, že fm(x) ∈ U , kde
m ≥ 0, potom fm+k(x) ∈ U pro nějaké k : 0 < k ≤ N .

Tvrzeńı: Pokud je M minimálńı množina, potom každý bod x ∈ je silně
rekurentńı. Zároveň pokud je x silně rekurentńı, tak uzávěr jeho orbity
γ(x). (Důkaz, Block pg 93)

Definice: Necht’ f : A → A a g : B → B dvě zobrazeńı. Řekneme, že
f a g jsou topologicky konjugované, pokud existuje homeomorfismus
h : A → B takový, že h ◦ f = g ◦ h. Homeomorfismus h se nazývá
topologická konjugace.

Př́ıklad: Logistická rovnice a Mandelbrotova množina: Qc ◦ h = h ◦ Fµ

Qc(h(x)) = h(Fµ(x))

Qc(αx+ β) = h(µx(1− x))

(αx+ β)2 + c = α · (µx(1− x)) + β
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α2x2 + 2αβx+ β2 + c = αµx− αµx2 + β

x2(α2 + αµ) + x(2αβ − αµ) + (β2 + c− β) = 0

α2 + αµ = 0 ⇒ α(α + µ) = 0 ⇒ α = 0 ∨ α = −µ

2αβ − αµ = 0 ⇒ α(2β − µ) = 0 ⇒ α = 0 ∨ β =
µ

2

β2 + c− β = 0 ⇒ β =
1±

√
1− 4c

2

c <
1

4
⇒ ∃β α, β ̸= 0

α = −µ β =
µ

2

h(x) = −µx+
µ

2

Definice: Zobrazeńı f : J → J je topologicky transitivńı, pokud pro libo-
volné otevřené množiny U, V ⊂ J existuje k > 0 takové, že fk(u)∩V ̸=
Ø

Lemma: Pokud je f : X → X spojité zobrazeńı, potom jsou následuj́ıćı
tvrzeńı ekvivalentńı:

(i) f je transitivńı

(ii) pro každou neprázdnou množinu W ∈ X je
∞⋃
n=1

fn(W ) je hustá v

X.

(iii) pro každou dvojici neprázdných otevřených množin U, V v X exis-
tuje kladné přirozené č́ıslo k takové, že f−k(U) ∩ V ̸= Ø

(iv) pro každou neprázdnou množinu W ∈ X je
∞⋃
n=1

f−n(W ) je hustá

v X.

(v) každá vlastńı uzavřená invariantńı podmnožina X má prázdný
vnitřek.

(Důkaz? Block pg 155)

Lemma: Pokud je f transitivńı, plat́ı f(X) = X a Ω(f) = X.

Tvrzeńı: Spojité zobrazeńı kompaktńıho metrického prostoru na sebe je
transitivńı právě tehdy, když existuje bod x ∈ X takový, že ω(x, f) =
X.

Důsledek: Zobrazeńı shift je transitivńı. (Důkaz? Block pg 156)
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Tvrzeńı: Necht’ f : I → I je transitivńı a necht’ x ∈ I je takový, že ω(x, f) =
I. Potom plat́ı jedna z těchto alternativ:

(i) ω(x, f s) = I pro každé s ∈ N
(ii) existuj́ı nedegenerované intervaly J,K takové, že J ∪ K = I a

J ∩K = y, kde y je pevný bod f. Plat́ı f(J) = K, f(K) = J .

Důsledek: Necht’ f je spojité zobrazeńı takové, že f 2 je transitivńı. Potom
f s je transitivńı pro každé s ∈ N.

Tvrzeńı: Necht’ f je spojité zobrazeńı. Potom f 2 je transitivńı právě tehdy,
když pro každý otevřený podinterval J a každý uzavřený podinterval
H, který neobsahuje koncový bod I, existuje positivńı přirozené č́ıslo
N takové, že H ⊂ fn(J) pro každé n > N .

Věta: Pro libovolné spojité zobrazeńı f : I → I jsou následuj́ıćı tvrzeńı
ekvivalentńı:

(i) f je transitivńı a má periodický bod liché periody větš́ı než 1

(ii) f 2 je transitivńı

(iii) f je topologicky mixuj́ıćı

Lemma: Pro libovolný interval I = [a, b] existuje spojité zobrazeńı f : I → I
takové, že f(a) = a, f(b) = b a f je topologicky mixuj́ıćı.

Definice: Řekneme, že f je slabě mixuj́ıćı, pokud je f 2 transitivńı.
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