7. Pole a jejich rozsireni

Definice: Komutativni okruh s nenulovou jednotkou se nazyva pole, pokud
je ma kazdy nenulovy prvek inverzi vzhledem k nasobeni.

Veéta: Kazdy konecny obor integrity je pole.

Dikaz: Necht D je obor integrity s jednotkou 1. Necht a € D je libovolny
nenulovy prvek. Potfebujeme ukazat, ze a ma multiplikativni inverzi.
Pokud a = 1, je svou vlastni inverzi, takze predpokladame a # 1.
Vezméme posloupnost prvkd D: a,a?, a®,.... Vzhledem k tomu, ze D
je koneény, musi existovat i,j € N,i > j takové, ze a' = a’/. Potom
a'™ = 1 z cancelation property. Protoze a # 1 a vime i — j > 1, je
a7t inverze k a.

Veéta: Okruh celych ¢isel modulo p je pole pro kazdé prvocislo p.

Priklad: Pole s deviti prvky:
Z3)[i) ={a+bi:a, b€ Z(3)} ={0,1,2,4, 1+ 4,2 +14,2i, 1 + 2,2+ 2i}

Poznamka: Prunik vSech podpoli pole je podpole a tim padem ma kazdé
pole nejmensi podpole, kterému se tika prime podpole pole.

Definice: Homeomorfismus okruhi ¢ : R — S je zobrazeni zachovavajici
obé operace kruhu, tj.:

(a+0)p =ap+bp a (ab)p = (ap)(bg) pro vsechna a,b € R
Bijektivni homeomorfismus nazyvame isomorfismus.
Definice: Pole E je rozsireni pole F', pokud F C F.

Fundamentalni véta teorie poli (Kroneckerova véta): Necht F je pole
a f(z) nekonstantni polynom v F[z]. Potom existuje E rozsifeni pole
F| ve kterém ma f(z) nulu.

Definice: Nechf E je rozsifeni pole F' a necht a € E. Rekneme, ze a je
algebraické nad F, pokud je a nula néjakého polynomu v F[z]. Po-
kud a neni algebraické nad F', fekneme, ze je transcendentdlni nad F.
Rozsiteni E pole F' je algebraické rozsireni, pokud je kazdy prvek F
algebraicky nad F'. Pokud F neni algebraické rozsiteni nad F', je to
transcendentdlni rozsireni pole F. Rozsifeni pole F' typu F(a) je jed-
noduché (simple) rozsireni F.



Véta: Necht F je rozsifeni pole F' a a € E. Pokud je a transcendentalni
nad F, potom F(a) ~ F(x). Pokud je a algebraické nad F', potom
F(a) = F[z]/{(p(x)), kde p(zx) je polynom v F[z] minimalné takového
stupné, ze p(a) = 0. Navic je p(z) irreducibilni nad F'.

Diisledek: Pokud je a algebraické nad polem F', potom existuje jedinecny
monicky irreducibilni polynom p(z) v F[x] takovy, Ze p(a) = 0. Takovy
polynom nazyvame minimadlni polynom a nad F.

Dusledek: Necht je a algebraické nad F' a necht p(x) je minimalni polynom
a nad F. Pokud f(z) € Flz] a f(a) =0, potom p(z) deli f(z) v F|x].

Definice: Necht je E rozsifeni pole F. Rekneme, ze E je rozsireni stupné
n nad polem F a piseme [E : F = n], pokud ma E dimenzi n jako
vektorové pole nad F. Pokud je [E : F] koneéné, je E konecné rozsirent
F' jinak se jedna o nekonecné rozsireni F'.

Priklad: Pole komplexnich ¢isel je rozsiteni 2. stupné nad polem realnych
¢isel, protoze {1, i} je baze. Pole komplexnich ¢isel je nekonecné rozsirent
racionalniho pole.

Véta: Pokud je E konecné rozsiteni F', tak je to algebraické rozsiteni.

Poznamka: opacnd implikace neplati: Q(\/ﬁ, V2,2, .. .) je algebraické rozsitent
@, ale neni konecné

Véta: Necht K je konecné rozsifeni £ a necht E je konecéné rozsiieni F.
Potom K je konecné rozsiteni F' a plati [K : F| = [K : E|[E : F].

Véta: Pro kazdé prvocislo p a ptirozené ¢islo n existuje, az na isomorfismy,
jedine¢éné koneéné pole radu p".



