41. Orbity a jiné invariantni mnoziny
() o I d e O
v teorii dynamickych systému
Definice: Dynamicky systém je (¢, Q) takovy, ze Q € R™ je stavovy prostor
ap:TxQ — Q. Pokud je T = R, tak je jedné o spojity systém, pokud
T =N, jde o diskrétni systém. Plati:
(i) ¢(0,2) =z pro kazdé x € Q
(ii) (s, p(t,)) = p(s +t,z) pro kazdé x € €, pro kazdé s,t € T
Definice: Tok na M je spojité diferencovatelné zobrazeni ¢ : R x M — M
takové, ze pro Vt € R zobrazeni ¢(t,e) = ¢;(e) a spliuje:
(i) wo =idu
(i) ¢rops = @ips prot,s € R
Poznamka: 7 vlastnosti (i) a (i) vyplyv4, ze existuje (¢,) " a plati (¢;) ' =

©_s. ¢ € C! implikuje, ze ¢, : M — M je difeomorfismus pro kazdé
teR.

Definice: Trajektorie v diskrétnim dynamickém systému je {f"(x) : n € N}
a ve spojitém dynamickém systému je {¢(z) : t € R}.

Definice: Jestlize @;(z*) = x* pro kazdé t € R, potom je x* pevny bod. Bod,
ktery neni pevny, nazyvame requldrni bod.
Stabilita pevného bodu:

e Stabilni (Ljapunovsky) - VN € Nb,.3IN' C N, N’ € Nb,-
Vee N': gix) € NVt
— asymptoticky stabilni (tlim oi(x) = %)
— 00
— neutralné stabilni (je stabilni, ale ne asymptoticky)
e Nestabilni (neni stabilni)

Definice: Uzavrend orbita regularniho bodu je trajektorie 7, kterda neni
trajektorie pevného bodu, ale plati: ¢, (z) = x pro néjaké =z € v a
TeR,7#N0.

Definice: z(t) = (z1(t), z2(t) ... x,(t))

() = (2(8), (1) - 2, (1))
Vektorové pole: 2/(t) = X (x)

— (0
Kazdé reseni Cauchyho tlohy je vektorovym tokem: X (z) := lim ole,7) — ¢(0,2)
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Tvrzeni: ¢,(z) je feSenim 2/ = X () prochézejicim zy v case t = 0.

Definice: Mnozina A C M je invariantni vzhledem k difeomorfismu f (toku
©), jestlize pro kazdé a € A plati:

YmeZ: f"(x)e A tj. f(A)C A
VieR:p(z) € A tj. pi(A) C A
Poznamka: Plati, ze mnozina A C M je invariantni < Ve € A:~v, C A

Definice: Bod = € M je nebloudivym bodem toku ¢, jestlize pro vSechna
W € Nb, existuje t > 0: p,(W)NW # Q.

Definice: Bod y € M je w-limitnim bodem trajektorie bodu x, jestlize exis-
tuje m; — oo (t; — o0) tak, ze lim f™(z) =y (lim ¢, () = y)
1—00 1—00

Definice: Bod y € M je a-limitnim bodem trajektorie bodu x, jestlize exis-
tuje m; — —oo (t; — 00) tak, ze lim f™(z) =y (lim ¢4, (z) = y)
1—00 1—00

Vlastnosti: 1. w(x),a(z) jsou invariantni pro vsechna x
Diikaz: Necht z = ¢(y) prot € Ray € w(r) = lim ¢ (1) =y
1— 00
pro {t:} = co. Proto lim i (z) = guly) = 2
1— 00
pro y € a(x) analogicky, {t;} — —oo
2. w(z),a(x) C Q (nebloudivé body)
Dukaz: Predpoklddejme y € w(z) a y ¢ Q@ = existuje V € Nb, :
o(V)NV = @ pro kazdé t > 0. Protoze ale y € w(x), existuje
N € N takové, ze ¢, € V pro kazdé i > N. Proto existuje z =
iy (2) €V ipiy(2) € V pro i > N, coz je spor.

Piiklady:



Véta(Poincaré-Bendixon): Neprazdnd kompaktni limitni mnozina toku
v rovingé, kterd neobsahuje zadny pevna bod, je uzaviend orbita.

Definice: Limitni cyklus je uzaviend orbita 7 takovd, ze bud v C w(z) nebo
v C a(x) pro néjaké = & v

Disledek: Neprazdna kompaktni mnozina, kterd je positivné nebo nega-
tivné invariantni obsahuje bud’ limitni cyklus nebo pevny bod.

Poznamka: Mezi invariantni mnoziny patii limitni cykly, a-limitni a w-
limitn{ mnoziny, trajektorie, mnozina nebloudivych bodi,...

Definice: Dva toky ¢y, ¥ jsou topologicky konjugované, pokud existuje ho-
meomorfismus h : M — M takovy, ze h o p; = ¢y o h pro vSechna
teR.

Vlastnosti: Necht ¢y, jsou topologicky konjugované toky, h : M — M
prislusny homeomorfismus. Potom plati:

(i) h zobrazuje stabilni rovnovazné stavy na stabilni rovnovazné stavy
(a nestabilni na nestabilni)

(ii) h zobrazuje uzaviené trajektorie na uzaviené trajektorie o stejné
periodé

(iii) h zobrazuje w-limitni mnoziny trajektorii na w-limitni mnoziny
trajektorii (a a-limitni na a-limitni)

(iv) h zobrazuje homoklinické trajektorie na homoklinické trajektorie
(a heteroklinické na heteroklinické)

Poznamka: Trajektorie, které zacina a konci v ruznych bodech se nazyva
heteroklinickd a trajektorie, kterd zacina a konc¢i v jednom bodé se
nazyva homoklinickd.

Definice: Dva toky ¢y, ¢y jsou topologicky ekvivalentni, pokud existuje ho-
meomorfismus h, ktery zobrazuje trajektorie toku ; na trajektorie toku
Y, pri zachovani jejich orientace (nemusi zachovdvat parametrizaci).

hop(x)= Yoy () © h(x)
Pricemz 74,y : R — R je rostouci homeorfismus takovy, ze plati

Th(m)(O) =0a lim Th(z)(t) = +00

t—=o0

a pokud je 75, identita, jednd se o konjugaci.
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Vlastnosti: Necht ¢, 1, jsou topologicky ekvivalentni toky, h : M — M
prislusny homeomorfismus. Potom vlastnosti (i), (iii) a (iv) plat{ stejné
jako u konjugace.

(ii) h zobrazuje uzaviené trajektorie na uzaviené trajektorie, pricemsz
nemusi mit stejnou periodu.



