6. Okruhy a délitelnost

Definice:

Okruh R je mnozina spolu se dvéma binarnimi operacemi, s¢itanim

a nasobenim takovymi, ze pro vSechna a, b, c € R plati:

l.a+b=b+a

2. (a+b)+c=a+(b+c)
3.

4. a(bc) = (ab)c

d.

existuje prvek 0 € R takovy, ze a + 0 =a

a(b+c)=ab+aca (b+c)a=ba+ ca

Okruh je abelovskou grupou vzhledem ke s¢itani spolu s nasobenim,
které je distributivni zprava i zleva. Okruh nemusi mit jednicku vzhle-
dem k nasobeni. Pokud ji m4, fikame, ze je to okruh s jednickou (iden-
titou). Nenulovy prvek s jednickou nemusi mit inverzni prvek vzhledem
k nasobeni. Pokud jej ma, rikame, ze se jednd o jednotku okruhu.

Piiklady:

1. Mnozina Z se sc¢itanim a nasobenim je komutativni okruh a
identitou 1. Jednotky okruhu jsou 1 a —1.

Mnozina Z[zx| polynomu s nezndmou x a celymi koeficienty se
séitanim a ndsobenim je komutativni okruh s identitou p(z) = 1.

Mnozina Ms(Z) matic fadu 2 x 2 s celymi koeficienty je nekomu-
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Mnozina vsech realnych spojitych funkei realnych neznamych, které
prochazi bodem [0, 1] je komutativni okruh bez identity s bo-
dovym s¢itdnim a ndsobenim. ((f+g¢)(a) = f(a)+g(a), (fg)(a) =
fla)g(a))

tativni okruh s identitou [ L0 }

Rikéme, ze a déli b (nebo a je délitel b) a zapisujeme a|b pokud existuje
prvek ¢ € R takovy, ze b = ac.

Véta (pravidla nasobeni): Necht a,b,c € R. Potom:

1.

a0 =0a=0

2. a(~b) = (—a)b = —(ab)
3.
4

.alb—c)=ab—aca (b—c)a=ba— ca

(—a)(=b) = ab

Navic pokud méa R identitu, tak plati
(—l)a = —a



6. (—1)(—1) =1

Definice: Podmnozina S C R je podokruh okruhu R, pokud je S okruh s
operacemi R.

Véta: Neprazdnd podmnozina S okruhu R je podokruh, pokud je S uzaviena
vuéi rozdilu a nasobeni. To znamend a,b € S =a—be S, abe S.

Priklady: 1. 0 a R jsou podokruhy libovolného okruhu R. 0 je trivialni
podokruh.

2. 0,2,4 je podokruh okruhu Zg - celych ¢isel modulo 6.
3. Pro kazdé kladné n je mnozina nZ = {0,4n,£2n,+3n,...} po-
dokruh celych ¢isel.

4. Mnozina {[8 2

okruhu vSech matic fadu 2 s celymi koeficienty.

1}@,1) € Z diagonalnich matic je podokruh

Definice: Nenulovy prvek a v komutativnim okruhu R je délitel nuly, pokud
existuje nenulovy prvek b € R takovy, ze ab = 0.

Definice: Komutativni okruh s nenulovou jednickou je obor integrity, po-
kud nemd zadné délitele nuly.
Piiklady: 1. Okruh celych ¢isel je obor integrity.
2. Okruh Z[x] polynomu s celymi koeficienty je obor integrity.
3. Okruh Z, je obor integrity pravé tehdy, kdyz je p prvocislo.
4. Okruh M;(Z) matic tddu 2 nad celymi ¢isly neni obor integrity.

Véta: Necht a,b, ¢ patii do oboru integrity. Pokud a # 0 a ab = ac, potom
b=c.

Definice: Charakteristika okruhu R je nejmensi ptirozené cislo n takové,
ze nx = 0 pro vSechna x € R. Pokud takové ¢islo neexistuje, fikame,
ze R mé charakteristiku 0.

Priklad: Okruh celych ¢isel ma charakteristiku 0, Z,, ma charakteristiku 0.
Okruh Zs[z] polynomu s celymi koeficienty modulo 2 ma charakteris-
tiku 2.

Véta (charakteristika okruhu s identitou): Necht R je okruh s jednickou
1. Pokud méa 1 nekone¢ény tad vzhledem ke sc¢itani, tak je charakteris-
tika okruhu R rovna 0. Pokud mé 1 fad n vzhledem ke s¢itani, potom
je charakteristika okruhu R rovna n.
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Veéta: Charakteristika oboru integrity je 0 nebo prvocislo.



