26. Systémy PDR, PDR vyssiho radu
a kompatibilita

Definice: Parcialni diferencidlni rovnice je rovnice obsahujici funkci dvou
nebo vice neznamych a jeji derivace.

F(D*u(z), D" 'u(z), ...,u(x),z) =0, z€Q,
kde Q CR", F' = (F\,..., F,) je vektor funkei a u : Q — R™ je vektor

neznamych funkei, v = w(zy,...,x,) a D*u je k-t4 derivace funkce u
OFu(x)
odle z, tedy D*u(z) = .
p y Dulz) = —7%

Definice: R4d PDR je nejvyssi stupen derivace, ktery se v rovnici objevuje.

Definice: (i) Parcidlni diferencidlni rovnice se nazyva linedrni, pokud ma

tvar
> (@)D u(x) = f(a)

la|<k

pro dané funkce a,(|la] < k) a f.
Tato PDR se nazyva homogenni, pokud f = 0.

(ii) Parciédlni diferencidlni rovnice se nazyva kvazilinedrni, pokud ma
tvar
Z (o (Dkilu, ..., Du,u, x) D%+ ag (Dkilu, ooy Du,u, x) = 0.
la|=k

(iii) Parcidlni diferencidlni rovnice se nazyva nelinedrni, pokud je ne-
linedrni viéi v nebo néjakému D*u.

Definice: Analytickd funkce je funkce, kterou lze na okoli kazdého bodu
vyjadrit jako soucet mocninné rady. Analyticky systém je systém s ana-
lytickymi koeficienty.

Kovalevské tvar rovnice: Necht (z,t) = (z',...,2""' t) jsou nezévislé

proménné a u(™ znaci vSechny parcidlni derivace u vzhledem k x a t az
do tadu n, kromeé wu,,. Potom Kovalevské tvar rovnice je

o anua —_—
Upy = atn :Fa<y7tvu(n))7 o= 17"'7q' (1)
Cauchyho data pro tento systém jsou ve tvaru
ak «
Y wte) = he(2), a=1,....q.k=0,....n—1,  (2)

otk
kde h{(z) jsou analytické funkce pro t =ty a v okoli bodu zy € RF™!.

1



Véta Cauchyho-Kovalevské: Necht jsou funkce I', v systému Kovalevské
(1) analytické a Cauchyho data hy(z) (2) jsou také analytické funkce
pro x v okoli zy. Potom existuje jedineéné analytické reseni u = f(x,t)
pro Cauchyho tlohu (1), (2) definované pro (z,t) v okoli bodu zg, to.

Definice: Systém diferencidlnich rovnic n-tého fadu A(z, u™) = 0 je lokdiné
resitelny v bodeé

(xo,u((]n)) € SA = {(m,u(”)) : A(x,u(”)) =0}

pokud existuje hladké feseni systému u = f(x), definované pro x v
okoli z, které splnuje ”okrajovou podminku” u(()n) = prWy (o). Systém

je lokalné resitelny, pokud je lokalné tesitelny v kazdém bodé Sa.

Dusledek: Pokud je A analyticky systém ve tvaru Kovalevské (1), potom
je A lokalné fesitelny.
To, ze systém neni zadany ve tvaru (1) neznamend, ze neni resitelny.
Proto nas zajimaji systémy, kterou jsou do tvaru Kovalevské preveditelné.
Zakladni podminkou toho, aby byl systém preveditelny, je stejny pocet
rovnic jako neznamych. Dalsi podminky na pteveditelnost vyplyvaji z
toho, ze transformace mezi systémy musi byt lokalné invertibilni a z
véty o implicitni funkei.

Systémy preveditelné na tvar Kovalevské: Méjme systém Al,(y,u(”)) =
0, v=1,...,q a transformaci

t=1¢(z), x= (xl, o ,:pp_l) = (yl, ... ,yi_l,yiﬂ, yP),

kde ¢ je hladka redlnd funkce s nenulovym gradientem ve zkoumaném

04 () # 0 (lokalni inverze).

bodeé yo: ¥ (yo) # 0 a i je vybrano tak, aby oy
yl

Timto dostavame systém

A(z,u™) =0, v=1,...,q

Tento systém je reSitelny, pokud je matice

. ('3A~1,(:1:0, to, Uén)
B oug,

M, a,v=1,...,q

neni singuldrni, tedy detM # 0. (implicitni funkce)



Definice: Necht A je systém n-tého fadu diferencidlnich rovnic, ktery mé
stejny pocet rovnic jako nezndmych. Méjme bod (y()?u(()n)) € Sa a vy-
tvoime ¢ X ¢ matici polynomu

oA, n
Moy (w) = Z Ju” (yo,u(() )) "W,
#J=n J

kde w = (w1,...,wp), Wy = w;,w;, - wj, aw = V(yo).

Nenulové p-tice w definuje necharakteristicky smeér (respektive charak-
teristicky smer) pro A v (yo,ul”) pokud M(w) neni singularni (re-
spektive je singuldarni). Nadrovina S = 9(y) =¢, Vi # 0 je necha-
rakteristickd v (yo, u(()")), pokud w = V1(yo) urcuje necharakteristicky

Smer.

Véta: Pokud je A(y, u(m)) = ( analyticky systém diferencidlnich rovnic a S
je necharakteristickd, analytickd nadrovina pro A v (ypo, u(()m)), potom
existuje lokalni analytické feseni Cauchyho problému

oFu
Aly,u™) =0, — =h , v€S8k=0,...n—1
(y ) o k(Y)
v okoli yy pro hy analytické funkce na S a d/0n normalni derivaci ve
sméru nadroviny S.

Definice: Systém ¢ diferencidlnich rovnic A(z, u(”)) = 0 o ¢ zavidlych proménnych
u = (u',...,u?) je normdini v bodé (mo,uén)) € Sa pokud existuje
aspon jeden necharakteristicky smér w pro A. Systém je normdini, po-
kud je normalni v kazdém bodé Sa.

Véta: Systém diferencidlnich rovnic je normalni v (yo,ué")) pravée tehdy,

kdyz existuje transformace proménnych (z,t) = x(y), pro kterou je
systém ve tvaru Kovalevské v okoli bodu (zg,ty) = x(xo).

Drisledek: Pokud je systém diferencialnich rovnic analyticky a normalni v
(o, u(()")), pak je lokdlné resitelny v (yo, u(()")).

Definice: Necht A je systém diferencidlnich rovnic n-tého fddu a (zo, u(()"))

je okrajova podminka.

(i) A je preurceny v (xo, u[()”)), jestlize pro néjaké k > 0 existuji ho-
mogenni operatory k-tého tddu Dy,..., Dy, ne vsechny nulové,
takové, ze linearni kombinace ZDVA,, = Q vsech rovnic v A®

v bodeé (o, u((]n)) zalezi pouze na derivacich u nejvyse radu n+k—1
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a linearni kombinace () se nevynuluje jako algebraicky dusledek

AG=D,
(ii) A je nedourceny v (zo, u(()”)), jestlize (i) existuje aspon jedna mnozina
homogennich operdtoriu k-tého radu Dy, . .., D,, ne vSechny nulové

s tim, ze ZDVA,, = (@ zélezi na derivacich nejvice (n + k — 1)-
tého fadu v bodeé ¢, a (ii) kdykoliv Dy, ..., D, spliuje podminky
v casti (i), @ se vynuluje jako algebraicky dusledek predchoziho
prodlouzenf A*=1).

Piiklad: (Pfeurceny systém): Méjme u = u(z,y) funkci dvou neznamych a
systém:
ou
= f(z,y,u)

gz (3)
§_y = g(m,y,u)

Potom podminka kompatibility je, ze u smisené derivace u nesmi zélezet
na poradi neznamych:
Pu  Pu
oxdy  Oydx




