
1. Mocninné řady v komplexńı rovině

Definice: Komplexńımi č́ısly C nazveme množinu všech uspořádaných dvo-
jic reálných č́ısel (a, b) ∈ R2, s následuj́ıćımi operacemi sč́ıtáńı a násobeńı:
(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).
Formálně zapisujeme a+ bi. i2 = −1

Definice: Reálná a imaginárńı část: Re(a+ bi) := a, Im(a+ bi) := b
Absolutńı hodnota: |a+ bi| :=

√
a2 + b2

Komplexně sdružené č́ıslo: ¯a+ bi := a− bi
Goniometrický tvar komplexńıho č́ısla: a + bi = r(cosϕ + sinϕ), kde
r = |a+ bi|, ϕ = arctg b

a

Moivreova věta: Pro z = r(cosϕ+ isinϕ), w = R(cosψ + isinψ) plat́ı:

z · w = rR(cos(ϕ+ ψ) + isin(ϕ+ ψ)

Definice: Pro posloupnost komplexńıch č́ısel zn plat́ı:

lim
n→∞

zn = y ⇔ ∀ε > 0∃N ∈ N∀n > N : |zn − y| < ε

A podobně pro komplexńı funkci:

lim
z→z0

= a⇔ ∀ε > 0∃δ > 0 : 0 < |z − z0| < δ ⇒ |f(z)− a| < ε

Definice: Funkce f definovaná v nějakém okoĺı bodu z0 ∈ C se nazývá
holomorfńı v z0 pokud existuje limita

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

Hodnota limity se znač́ı f ′(z0) a nazývá se derivaćı f v z0

Věta: Cauchy-Riemannovy podmı́nky: Necht’ f je holomorfńı v
z0 = x0 + iy0 a u(x, y) := Ref(x + iy), v(x, y) := Imf(x + iy). Pak
existuj́ı parciálńı derivace u, v podle x, y v bodě (x0, y0) a v tomto bodě
plat́ı

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

*d̊ukaz? (vypadá d̊uležitě)
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Definice: Konvergence řady
∞∑
j=0

an komplexńıch č́ısel znamená, že konver-

guje posloupnost částečných součt̊u.
Bodová konvergence:

fn(x) → f(x)∀x⇔ ∀x∀ε > 0∃N∀n ≥ N : |fn(x)− f(x)| < ε

Stejnoměrná konvergence:

fn ⇒ f ⇔ ∀ε > 0∃N∀x∀n ≥ N : |fn(x)− f(x)| < ε

Věta: Weierstrass̊uv M-test: Necht’ |fn(x)| ≤ bn∀n∀xa
∑
n

bn < ∞. Po-

tom
∑
n

fn(x) konverguje absolutně a stejnoměrně. *d̊ukaz? (relativně

krátký)

Definice: Mocninná řada je řada funkćı speciálńıho tvaru fn(x) = anx
n.

Tedy
∞∑
n=0

anx
n, kde an jsou nějaká komplexńı č́ısla.

Věta: Definujme R pomoćı 1
R
:= lim sup

n→∞
|an|

1
n (1

0
:= ∞, 1

∞ := 0). Potom pro

každou mocninnou řadu f(z) :=
∑
n

anz
n plat́ı:

(i) řada konverguje absolutně a stejnoměrně na každém kruhu |z| < R
(POLOMĚR KONVERGENCE)

(ii) řada diverguje pro |z| > R

(iii) pro |z| < R je součet f(z) holomorfńı funkćı a f ′(z) se dá spoč́ıtat
derivováńım člen po členu:

f ′(z) =
∑
n

nanz
n−1

Důsledek: Součet f(z) =
∑
n

anz
n mocninné řady má v kruhu konvergence

dokonce derivace všech řád̊u a všechny můžeme spoč́ıtat derivováńım
člen po členu.

Př́ıklady mocninných řad:
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1. Geometrická řada an = 1, R = 1

částečné součty: sn(x) =
1− xn+1

1− x

lim
n→∞

an =
1

1− x
∀x : |x| < 1

diverguje pro |x| > 1

2. Derivace geometrické řady
∞∑
n=0

(n+ 1)zn =
1

(1− z)2
, R = 1

3. Řada
∞∑
n=0

n!zn, R = 0

4. Exponenciálńı funkce f(z) =
∞∑
n=0

zn

n!
= ez, R = ∞

1

R
= lim sup(

1

n!
)

1
n a (n!)

1
n → ∞
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