31. Konvergence v topologickych pro-
storech a metrické prostory

1 Zaklady obecné topologie

Definice: Topologie na mnoziné X je mnozina T jejich podmnozin s nésledujicimi
vlastnostmi:

e ABeT=ANBeT
e A, eTVa=J,Au €T
e VT, XeT

Prvky mnoziny 7 se nazyvaji otevirené mnoziny. Dopliky otevienych mnozin
se nazyvaji uzavrené mnoziny.

Priklady:
o Antidiskrétni (trividlni) topologie: T = {0, X}
o Diskrétni topologie: T = 2%

Definice: Okolim bodu a v topologickém prostoru je libovolnd oteviend
mnozina obsahujici a.

Definice: Topologicky prostor se nazyva Hausdorffiv, pokud pro kazdé dva
ruzné body existuji disjunktni okoli. Jinak feceno Vz,y € X, x # y 3U, okoli
ralUy,okoliy:U,NU, =0

Definice: Bdze topologie je systém B otevienych mnozin takovy, ze kazdé
oteviend mnozina je sjednocenim prvku z B:

UeT=3B.cB:U=|JBa

Subbdze topologie je systém S otevienych mnozin takovy, ze jejich konecné
pruniky tvori béazi:

{(U;:U; € 8,n e N}

j=1
Véta: Pro kazdou bazi B plati

(i) UUeB =X



(11) Ul,UQEBCL'TEUlﬂU2:>E|U3€BIU3CUlmU2

Naopak kazdy systém B podmnozin X splnujici tyto dva axiomy je bazi néjaké
(jednoznaéné urcené) topologie na X.

Definice: Dlouhou posloupnosti v mnoziné X nazyvame soubor jejich prvku
{Zn }nen, indexovany néjakou usmérnénou mnozinou N.

Véta: Nécht X,Y jsou topologické prostory, f : X — Y je zobrazeni a
x € X. Pak jsou tato tvrzeni ekvivalentni:

(i) f je spojité v x
(ii) pro kazdou dlouhou posloupnost x,, — = v X plati

Véta: Mnozina F v topologickém prostoru je uzaviena, pravé tehdy kdyz,
kazda dlouh& posloupnost, ktera ma limitu a vSechny jeji ¢leny lezi v F, mé
limitu v F.

Definice: Necht A je podmnoZina topologického prostoru X.

(1) Uzdvér A mnozina A je prunik vSech uzavienych mnozin obsahujicich

A:
A= ﬂ F
ACF

(2) Vnitrek IntA mnoziny A je sjednoceni vSech otevienych mnozin obsazenych

v A:
IntA = U U
UCA

(3) Hranice OA mnoziny A je mnozina vsech bodu takovych, ze kazdé jejich
okoli obsahuje jak bod z A, tak bod mimo A:

r€JA < [Uokolix = (UNA#D & U\A# Q)]



2 Metrické prostory

Definice: Metrikou na mnoziné X nazyvame zobrazeni d : X x X — [0;00)
takové, ze:

(1) d(z,2) < d(x,y) +d(y, 2)Vz,y, 2z € X trojihelnihovd nerovnost
(2) d(z,y) = d(y, x)Vx,y € X symetricnost
(3) dlz,y) =0 z=y

Mnozina X spolu s metrikou d tvori metricky prostor (X, d).

Piiklady:
¢ (Ra d)ad e |.1' - y|
o (R".d),d:=3"7 |z —yjl
e (R, d),d:=max; |z; — yj

Definice: Necht X je metricky prostor s metrikou d. Otevienou kouli se
sttedem v z € X a polomérem r > ( nazyvame mnozinu

B(z,r):={y € X : d(z,y) <r}
Uzavienou kouli nazyvame mnozinu
B(z,r) ={y € X : d(z,y) <r}

Véta: Definujme na metrickém prostoru X nasledujici systém O jeho podmnozin:
U C X patii do O préaveé tehdy kdyz spolu s kazdym svym bodem x obsahuje
také néjakou otevienou kouli B(z, ). Pak O je topologie na X. (indukovand
metrikou)

Véta: Posloupnost bodu z,, metrického prostoru konverguje (v indukované
topologii) k bodu z prévé tehdy, kdyz posloupnost ¢isel d(z,, z) konverguje
k nule:

T, > xS d(z,,z) =0

Véta: Necht X,Y jsou dva metrické prostory a f : X — Y. Pak néasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) f jespojité vae X

(i) z, >z € X = f(z,) — f(r) €Y
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(iii) Ve > 030 > 0:dx(z,y) < =dy(f(z), f(y)) <e€

Véta: Necht X,Y jsou dva metrické prostory a f : X — Y. Pak néasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) f je spojité na X

(ii) vzor libovolné oteviené mnoziny v Y piizobrazeni f je oteviend mnozina

v X

Definice: Posloupnost x,, bodu v metrickém prostoru X se nazyva Cauchy-
ovskd, pokud Ve > 03N : m,m > N = d(x,,, z,) < €.
Opacnd implikace plati pouze pro uplné prostory.



3 Zuplnéni metrického prostoru

Definice: Necht (X1, d,;), (Xs,ds) jsou dva metrické prostory. f: X; — X,
se nazyva izometrie pokud dy(z,y) = dao( f(x), f(y)) Yo,y € X;. Metrické
prostory jsou izometrické, pokud mezi nimi existuje izometrie.

Definice: Izometrie f : X; — Xy, kde X5 je tplny metricky prostor, a
takovd, ze f(X1) je hustd mnozina v Xy, se nazyva zuplnéni metrického pro-
storu Xj.

Hausdorffova véta o ziuplnéni metrického prostoru: Kazdy metricky
prostor je izometricky s podprostorem tplného metrického prostoru.

Dikaz:

(X, d) metricky prostor

Necht S = {z;}, T = {y;} jsou dvé Cauchyovské posloupnosti v X.

Vi, j plati d(w;, yi) < d(w, x5) + d(xj, y;) + d(y;, yi)

takze d(z;, y;) — d(xj,y;) < d(w;, x5) + d(y;, v:)

podobné d(z;,y;) — d(z:, vi) < d(x;, x5) + d(y;, y:)

Proto |d(x;,y;) — d(xj,y;)| < d(zi, z;) + d(yj,v:) Vi,j € N

Necht € > 0 je libovolné. Potom 3ng : Vi, j > ng : d(z;, ;) < § ad(y;,y;) <
= |d(zs,y:) — d(zj,y;)| < 5+ § =€ = {d(x;,y:)} je Cauchyovskd v R a z
uplnosti R plyne, ze Hllgélo d(x;,y;) = d(S,T).

Pomoci této funkce d’ definujeme na mnoziné vsech Cauchyovskych posloup-
nosti relaci ekvivalence: d'(S,T7) = 0 < S ~ T. Evidentné je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni. Polozme d"([5], [T]) = d'(S,T). Ukazme nejdiive,
ze d’ nezélezi na volbé reprezentantu tiid: Méjme S’, T” jiné reprezentanty
trid [S], [T

d(S, 1) <d(S,S)+d(S,T)+d(T,T") = d'(S,T) opatna nerovnost plati
také a proto d'(S",T") = d'(S,T)

Oznac¢me e€X mnozinu vSech tiid Cauchyovskych posloupnosti v metrickém
prostoru X. d” je metrika na eX:

1.d">0

2. d"([S],[T]) = d"([T],[S])

[
3. d"([S],[T]) =d"([S],[U]) +d"([U], [T]) (limitnim pirechodem z d’,
d'(S,T) < d'(S,U)+d'(U,T) ato plati z d(z;, y;) < d(fﬁuzsz(zz,yz))
Ted ukézeme, ze (X, d") je uplny metricky prostor.

Necht [S1], [Sa], ... je libovolnd Cauchyovské posloupnost v eX. Zvolime re-
prezentanta tifdy [S;] a oznacime S; = {z;;}. = ViVe = § > 0 In; : V&, [ >

b}



n; : d(:chk,xi’l) < %(*)

Definujeme S = (214, T2nys T3ns-..).-UkdZeme, ze S je Cauchyovskd v X a
[S1], [S2], -, [Sn] konverguji k S: {[S,]} je Cauchyovskd v eX = Vg > 0 3Ing :
Vm,n > ng : d"([Sw], [Sn]) < § = d'(Sm, Sn) < § = }EEO AT g, Tnyj) < 5 =

Ino 1 Vj =m0, myn > g d(Ty g, Tny) < 5(6%)

Pomoci trojihelnikové nerovnosti spojime (*) a (%) a dostaneme:

Ve >03dn:Vi,j >n= d(Zin,, Tjn,) <€ coz znamend, ze S je Cauchyovskd
posloupnost. Staci ukazat, ze [S1], [S2], ..., [Sn] konverguje k [S]:

d"([Si), [S]) = d'(S;,5) = lim d(zij, Tjn,)

j—o0
a zaroven d(;;, Tjn,) < d(2i, j, Tin,) + d(Zin,; Tjn,)
Potom plati Ve = ¢ dn; : Vk,1 > n; = d(2:,2j,,) < € = lIm d(2;;,2),,;) <

j—o0

€
Proto pro Vi > n plati d”([S;], [S]) < € & [S] = lim;_, & tim jsme dokézali,
ze €X je metricky prostor. Pro x € X polozime f(x) = [z], kde x oznacuje
ttidu v eX obsahujici posloupnost (z,z,x,...). Pro libovolné z,y € X méme
d"(f(x), f(y)) = lim d(z;,y;) = d(x,y) a plati f(X) = eX.

Tim mame dokazano, ze f : X — eX je izometrie a dukaz je hotov.

Disledek: Ke kazdému metrickému prostoru existuje jeho ziplnéni.
Disledek: Kazda Cauchyovska posloupnost v metrickém prostoru je ohranicena.



