39. Topologicka dynamika
Definice: Trajektorie bodu x € X je posloupnost v(z) = {f"(z) }n>o0-

Definice: Definujeme limitni mnozinu bodu z € X jako mnozinu w(x) =

w(z,T)= () J (@)

m>0n>m

Lemma: Pro libovolné z € X je limitni mnozina w(x) neprazdnd, uzaviena
a silné invariantni.

Definice: Bod x € X je asymptoticky periodicky, pokud existuje periodicky
bod z € X takovy, ze d(f"(z), f"(z)) — 0 pro n — oo

Lemma: Limitni mnozina w(x) obsahuje pouze koneéné mnoho bodu prave
tehdy, kdyz je x asymptoticky periodicky bod. Pokud w(z) obsahuje
nekoneéné mnoho bodu, tak zadny isolovany bod w(x) neni periodicky.
(Dukaz? Block, str 72)

Definice: Necht A = A(f) = U w(z) je mnozina vsech limitnich bodu
zeX
vech trajektorii. Plati f(A) = A. Navic pro libovolné m € N plati

A(S) = A(™).

Definice: Bod z € X je rekurentni, pokud = € w(z) nebo pokud f™(z) — =
pro néjakou posloupnost ptirozenych ¢isel ng — oo.

Definice: Bod x € X je nebloudivy pokud kazda oteviend mnozina obsa-
hujici x obsahuje aspon dva body néjaké trajektorie nebo f™*(zy) — x
pro néjakou posloupnost bodu x, — = a posloupnost prirozenych éisel
nE — OQ.

Definice: Necht P je mnoZina vsech periodickych bodi, R mnoZina vsech
rekurentnich bodu a {2 mnozina vSech nebloudivych bodu.
Platt PCRCAC f()) c Q=

Lemma: Necht f: I — I, J otevieny podinterval I, ktery neobsahuje zadny
periodicky bod f. Potom:
(i) J obsahuje nejvyse jeden bod libovolné limitni mnoziny w(x)
(ii) J neobsahuje zadny rekurentni bod

(iii) pokud x € J je rekurentni, pak zadny jiny bod jeho trajektorie
nelezi v J



Tvrzeni: Mnozina nebloudivych bodu €2 je obsazena v uzdvéru mnoziny
eventuelné periodickych bodu. (Dukaz? Block, pg 79)

Tvrzeni: Pokud z € Q(f) a x neni eventuelné periodicky, potom = € Q(f")
pro kazdé n > 1. (Dukaz? Block, pg 83)

Definice: Mnozina M C X je minimalni, pokud je neprazdna, uzaviena a
invariantni a zadnd jeji podmnozina nema tyto tii vlastnosti. Ekviva-
lentné, neprazdnd mnozina M je minimdlni, pokud ~y(z, f) = M pro
kazdé x € M.

Priklad: Konectnd mnozina je minimalni pravé tehdy, kdyz je to periodickéa
orbita.

Lemma: Neprdzdnd mnozina M je minimélni praveé tehdy, kdyz w(z, f) =
M pro kazdé x € M.

Disledek: Minimélni mnozina je silné invariantni.
Lemma: Kazd4 neprazdnd uzaviend invariantni mnozina F obsahuje mi-
nimalni mnozinu. (Dukaz?, Block pg 92)

Lemma: Kazda nekoneénd minimdalni mnozina je Cantorova - uzaviena podmnozina
intervalu, ktera neobsahuje zadné isolované body a zadny interval.

Definice: Bod x € X je silné rekurentni pokud pro kazdou otevienou mnozinu
U obsahujici x existuje N € N: N = N(U) takové, ze f™(z) € U, kde
m >0, potom f™*(x) € U pro ngjaké k: 0 < k < N.

Tvrzeni: Pokud je M minimalni mnozina, potom kazdy bod x € je silné
rekurentni. Zaroven pokud je x silné rekurentni, tak uzaveér jeho orbity

v(z). (Dukaz, Block pg 93)

Definice: Nechf f : A — A a g : B — B dvé zobrazeni. Rekneme, 7e
f a g jsou topologicky konjugované, pokud existuje homeomorfismus
h : A — B takovy, ze ho f = g o h. Homeomorfismus h se nazyva
topologicka konjugace.

Priklad: Logistickd rovnice a Mandelbrotova mnozina: Q.o h = ho F),
Qc(h(x)) = h(Fu(x))

Qclax + B) = h(pz(l —z))
(ax +B)*+c=a- (uz(l—x))+ 3
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Definice: Zobrazeni f : J — J je topologicky transitivni, pokud pro libo-
volné oteviené mnoziny U,V C J existuje k > 0 takové, ze f*(u)NV #
0

Lemma: Pokud je f : X — X spojité zobrazeni, potom jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni:

(i) fje transitivni

(ii) pro kazdou neprazdnou mnozinu W € X je U f(W) je husta v

n=1

X.

(iii) pro kazdou dvojici neprazdnych otevienych mnozin U, V' v X exis-
tuje kladné piirozené ¢islo k takové, ze f*(U)YNV # O

(iv) pro kazdou neprazdnou mnozinu W € X je U (W) je husta

n=1
v X.
(v) kazdd vlastni uzaviend invariantni podmnozina X mé prazdny
vnitrek.

(Dukaz? Block pg 155)
Lemma: Pokud je f transitivni, plati f(X) =X a Q(f) = X.

Tvrzeni: Spojité zobrazeni kompaktniho metrického prostoru na sebe je
transitivni pravé tehdy, kdyz existuje bod = € X takovy, ze w(z, f) =
X.

Disledek: Zobrazeni shift je transitivni. (Dukaz? Block pg 156)
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Tvrzeni: Necht f: I — I je transitivn{ a necht x € I je takovy, ze w(z, f) =
I. Potom plati jedna z téchto alternativ:
(i) w(x, f*) =1 pro kazdé s € N
(ii) existuji nedegenerované intervaly J, K takové, ze JU K = I a

J N K =y, kde y je pevny bod f. Plati f(J) = K, f(K) = J.

Diisledek: Necht f je spojité zobrazeni takové, ze f? je transitivni. Potom
f? je transitivni pro kazdé s € N.

Tvrzeni: Necht f je spojité zobrazeni. Potom f? je transitivni pravé tehdy,
kdyz pro kazdy otevieny podinterval J a kazdy uzavieny podinterval
H, ktery neobsahuje koncovy bod I, existuje positivni pfirozené ¢islo
N takové, ze H C f"(J) pro kazdé n > N.

Véta: Pro libovolné spojité zobrazeni f : I — [ jsou nésledujici tvrzeni
ekvivalentni:

(i) fje transitivni a mé periodicky bod liché periody veétsi nez 1
(ii) f? je transitivni
(iii) f je topologicky mixujici

Lemma: Pro libovolny interval I = [a, b] existuje spojité zobrazeni f : I — [
takové, ze f(a) = a, f(b) = b a f je topologicky mixujici.

Definice: Rekneme, 7e f je slabé mixujici, pokud je f? transitivni.



