
32. Kompaktńı a lokálně kompaktńı pro-
story

1 Kompaktńı prostory

Definice: Topologický prostor X je kompaktńı pokud každé jeho otevřené
pokryt́ı má konečné podpokryt́ı.

Věta: Topologický podprostor Y topologického prostoru X je kompaktńı
právě tehdy, když každé jeho pokryt́ı množinami otevřenými v X obsahuje
konečné podpokryt́ı.

Důkaz:

⇒ Y ⊂ X je kompaktńı
Necht’ (Ui)i∈I je pokryt́ı Y množinami otevřenými v X. Potom (Vi)i∈I ,
Vi = Ui ∩ Y je otevřené pokryt́ı X a z kompaktnosti v́ım, že existuje
konečná množina J ⊂ I taková, že

⋃
i∈J

Vi = Y . Evidentně Y ⊂
⋃
i∈J

Ui

⇐ Předpokládáme, že každé pokryt́ı Y množinami otevřenými v X, obsa-
huje konečné podpokryt́ı.
Necht’

⋃
i∈I

Vi je libovolné otevřené pokryt́ı Y. ∀i ∈ I ∃Ui otevřené v X

takové, že Vi = Ui ∩ Y (z indukované topologie).
Evidentně Y =

⋃
i∈I

Vi =
⋃
i∈I

(Ui ∩ Y ) ⊂
⋃
i∈I

Ui. Z předpokladu exis-

tuje konečná množina J ⊂ I taková, že
⋃
i∈J

⊃ Y . Potom
⋃
i∈J

Vi =⋃
i∈J

(Ui ∩ Y ) =
⋃
i∈J

Ui ∩ Y = Y , tedy Y je kompaktńı.

Věta:

(a) Sjednoceńı dvou kompaktńıch množin je kompaktńı množina.

(b) Pokud A je kompaktńı a U otevřená, tak A− U je kompaktńı.

(c) Necht’ A ⊂ B a B̄ je kompaktńı. Potom i Ā je kompaktńı.

(d) Pr̊unik libovolného systému kompaktńıch uzavřených množin je kom-
paktńı uzavřená množina.

Důkaz:
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(a) Necht’ (Ui)i∈I je otevřené pokryt́ı A ∪B. A a B jsou kompaktńı ⇒
∃J,K ⊂ I : A ⊂

⋃
i∈J

Ui, B ⊂
⋃
i∈K

Ui. Potom A ∪B ⊂
⋃

i∈J∪K
Ui.

(b) Necht’ A− U má otevřené pokryt́ı
⋃
i∈I

Ui. Potom
⋃
i∈I

Ui ∪ U je otevřené

pokryt́ı A a protože A je kompaktńı, existuje konečná množina J ∈ I :⋃
i∈J

Ui ⊂ A− U

(c) A ⊂ B a B̄ je kompaktńı. Ā ⊂ B̄. Necht’
⋃
i∈I

Ui je otevřené pokryt́ı

množiny Ā. Potom
⋃
i∈I

Ui ∪ X − Ā tvoř́ı otevřené pokryt́ı X a tedy

i B̄. Z kompaktnosti B̄ v́ıme, že existuje konečná indexová množina
J , pomoćı které pokryjeme B̄. Potom

⋃
i∈J

Ui pokrývá i Ā a proto je

kompaktńı.

(d) Necht’ (Ai)i∈I je systém kompaktńıch uzavřených podmnožin X.
⋂
i∈I

Ai

je uzavřená množina. Necht’
⋃
i∈J

Ui je otevřené pokryt́ı Ak ⊃
⋂
i∈I

Ai (plat́ı

pro všechna k). Potom množiny (Ui)i∈J a X−
⋂
i∈I

Ai pokrývaj́ı celé X a

tedy i Ak∀k. Ak je kompaktńı⇒ má konečné podpokryt́ı⇒
⋂
i∈I

Ai ⊂ Ak

má konečné pokryt́ı a proto je kompaktńı.

Př́ıklad: Pr̊unik dvou kompaktńıch množin nemuśı být kompaktńı množina
prostor (N ∪ {x1, x2}, T )
topologie: T = 2X ∪ {N ∪ {x1},N ∪ {x2}}
{N∪{x1} a {N∪{x2} jsou kompaktńı množiny a jejich pr̊unik je N, což neńı
kompaktńı množina

Věta: Uzavřená podmnožina kompaktńıho topologického prostoruX je kom-
paktńı.

Věta: Necht’ f : X → Y je spojité zobrazeńı topologických prostor̊u a
A ⊂ X. Pokud je A kompaktńı, tak je f(A) ⊂ Y také kompaktńı.

Důkaz:Necht’ (Vi)i∈I je otevřené pokryt́ı f(A). Potom (f−1(Vi))i∈I je otevřené
pokryt́ı A. Z kompaktnosti A v́ıme, že dokážeme naj́ıt konecné podpokryt́ı
(f−1(Vi))i∈J , (Vi)i∈J pokrývá f(A) a proto se jedná o kompaktńı množinu.
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Důsledek1: Faktorový prostor kompaktńıho prostoru je kompaktńı.
Poznámka: Faktorový prostor je prostor reprezentant̊u tř́ıd ekvivalence pro-
storu.
Důsledek2: Kompaktńı topologický prostor neńı homeomorfńı s nekom-
paktńım topologickým prostorem.

Věta: Necht’ M je kompaktńı množina v topologickém prostoru X a f :
X → Y spojité zobrazeńı. Zobrazeńı f |M nabývá na M své extrémy.

Věta: Necht’ je množina A kompaktńı. Potom kažná nekonečná podmnožina
A má limitńı bod. (Každé okoĺı X má s A neprázdný pr̊unik.

Př́ıklad: X = Z+ × Y , přičemž na Z+ máme topologii konečných doplňk̊u
a na Y triviálńı topologii. Potom X neńı kompaktńı, pokryt́ı {n} × Y nemá
konečné podpokryt́ı, ale je limit point kompaktńı

Definice: Mějme topologický prostor (X, T ). X se nazývá limit point kom-
paktńı pokud kažná nekonečná podmnožina má limitńı bod.
X se nazývá sekvenciálně kompaktńı pokud každá posloupnost v X má kon-
vergentńı podposloupnost.

Věta: Necht’ X je metrizovatelný prostor. Potom následuj́ıćı tvrzeńı jsou
ekvivalentńı:

(i) X je kompaktńı

(ii) X je limit point kompaktńı

(iii) X je sekvenciálně kompaktńı

(d̊ukaz u limit point spojitosti)
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2 Kompaktńı Hausdorffovy prostory

Věta:

(a) Kompaktńı množina v Hausdorffově prostoru je uzavřená.

(b) Pr̊unik libovolného systému kompaktńıch množin v Hausdorffově topo-
logickém prostoru je kompaktńı množina.

Důkaz:

(a) X Hausdorffuv, A ⊂ X.
Pokud X−A = Ø potom A = X a A je uzavřená. Necht’ tedy X−A ̸=
Ø, x ∈ X − A je libovolný bod. Potom ∀y ∈ A existuje Ux okoĺı
x a Vy okoĺı y takové, že Ux ∩ Vy = Ø (z Hausdorffovosti prostoru).
Množiny Vy pokrývaj́ı A a z kompaktnosti A J ⊂ I konečná taková, že
{V i

y }i∈J pokrývá A. Zároveň existuje {U i
x}i∈J a U =

⋂
i∈J

Ui, okoĺı bodu

x. U ∩ A = Ø. Proto U ⊂ X − A a z libovolnosti x plat́ı, že X − A je
otevřená. Proto je A uzavřená.

(b) Dostaneme z (a) a části (d) věty v minulé kapitole

Důsledek: Kompaktńı podmnožina metrizovatelného prostoru je uzavřená.
(Každý metrizovatelný prostor je Hausdorffuv.)

Věta: Spojitá bijekce kompaktńıho topologického prostoru na Hausdorffuv
prostor je homeomorfismus.

Věta (Hein-Borel): A ⊂ Rn je kompaktńı právě tehdy, když A je uzavřená
a ohraničená.
Důkaz:

⇒ A je kompaktńı a Rn je Hausdorffuv ⇒ A je uzavřená
Z kompaktnosti A v́ıme, že ji lze pokrýt konečným počtem kouĺı ⇒
Existuje koule s maximálńım poloměrem a ta množinu A ohraničuje.

⇐ A je uzavřená a ohraničená ⇒ A ⊂ uzavřený kvádr K, K je uzavřená
a kompaktńı množina ⇒ A je kompaktńı.

3 Limit point kompaktnost

Definice: Prostor X se nazývá limit point kompaktńı, pokud má každá ne-
konečná podmnožina X limitńı bod.
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Věta: Kompaktnost implikuje limit point kompaktnost.

Definice: (X, T ). {xn}∞i=1 je posloupnost bod̊u X. X se nazývá sekvenciálně
kompaktńı pokud každá posloupnost v X má konvergentńı podposloupnost.

Věta: Necht’ X je metrizovatelný prostor. Potom následuj́ıćı tvrzeńı jsou
ekvivalentńı:

(i) X je kompaktńı

(ii) X je limit point kompaktńı

(iii) X je sekvenciálně kompaktńı

Důkaz:

(i) ⇒ (ii) X je kompaktńı, A ⊂ X je nekonečná podmnožina X. Chceme ukázet,
že má limitńı bod. Sporem: Předpokládejme, že A nemá limitńı bod.
Potom obsahuje všechny své limitńı body ⇒ Ā = A (je uzavřená).
Dále ∀a ∈ A vybereme takové okoĺı Ua, že Ua ∩ A = {a}. Potom X
pokryjeme otevřenými množinami Ua a X−A. Z kompaktnosti A v́ıme,
že z množin Ua umı́me vybrat konečné podpokryt́ı. X − A ∩ A = Ø a
Ua vždy obsahuje pouze jeden prvek z A ⇒ A by musela být konečná
- spor s předpoklady.

(ii) ⇒ (iii) X je limit point kompaktńı. Uvažujme A = {xn, n ∈ N}.
Pokud je A konečná množina, ∃x : x = xn pro nekonečně mnoho n.
⇒ {xn} má triviálně konvergentńı podposloupnost.
Pokud je A nekonečná množina, A má limitńı bod x. Pro posloupnost
{xn} definujeme podposloupnost x1 ∈ B(x, 1), xni

∈ B(x, 1
i
), která

konverguje k x.

(iii) ⇒ (i) Nejdř́ıve ukážeme, že pokud je X sekvenciálně kompaktńı, tak plat́ı
lemma o Lebesguově č́ısle, t.j. pokud máme otevřené pokryt́ı X, tak
∃δ > 0 takové, že pro každou podmnožinu A s diametrem< δ existuje
prvek z pokryt́ı, ve kterém je A obsažena. Sporem: Předpokládejme,
že ∄δ ⇒ ∀n∃Cn množina s diametrem < 1

n
, která neńı obsažena v

žádné množině z pokryt́ı. ∀n vybereme xn ∈ Cn. {xn} tvoř́ı posloup-
nost a z předpokladu plyne, že obsahuje konvergentńı podposloupnost,
které konverguje k a ∈ A (množina z pokryt́ı). A je otevřená ⇒ ∃δ >
0 : B(a, ϵ) ⊂ A . Pokud je i dostatečně velké, plat́ı 1

ni
< ϵ

2
⇒ Cni

lež́ı v ϵ
2
okoĺı bodu xni

. Zároveň pokud je i dostatečně velké, plat́ı
d(xni

, a) < ϵ
2
⇒ Cni

lež́ı v ϵ okoĺı bodu a. Proto Cni
⊂ A, což je spor.
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Dále ukážeme, že pokud je X sekvenciálně kompaktńı, tak ∀ϵ > 0 exis-
tuje konečné pokryt́ıX otevřenými ϵ-koulemi. Sporem: Předpokládjme,
že ∃ϵ > 0 takové, že X neumı́me pokrýt konečným počtem ϵ-kouĺı.
Zkonstruujeme posloupnost {xn} : x1 je libovolný bod z X, B(x1, ϵ) ̸=
X a xn+1 /∈ B(x1, ϵ) ∪ · · · ∪ B(xn, ϵ), z čehož vyplývá d(xn+1, xi) ≥
ϵ ∀i = 1, . . . n. Proto {xn} nemůže mı́t konvergentńı podposloupnost,
což je spor.
Zbývá dokázat, že X je kompaktńı. Necht’ A je otevřené pokryt́ı X. Z
prvńıho kroku v́ıme, že má Lebesguovo č́ıslo δ. Necht’ ϵ = δ

3
, z druhého

kroku v́ıme, že existuje konečné pokryt́ı X otevřenými ϵ-koulemi, kde
každá z nich má pr̊uměr maximálně 2δ

3
, a proto lež́ı v nějakém prvku

z A (d̊usledek Lebesguova lemma). Pokud pro každou kouli zvoĺıme
jeden prvek z pokryt́ı, dostaneme konečné pokryt́ı X.
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4 Lokálńı kompaktnost

Definice: X se nazývá lokálně kompaktńı, pokud pro každé x ∈ X existuje
C kompaktńı okoĺı.

Věta: X je lokálně kompaktńı Hausdorffuv prostor právě tehdy, když exis-
tuje prostor Y , pro která plat́ı:

(i) X je podprostor Y

(ii) Y \X obsahuje jediný bod

(iii) Y je kompaktńı Hausdorffuv prostor.

Pokud existuj́ı Y a Y ′ dva prostory splňuj́ıćı dané podmı́nky, pak existuje
f : Y → Y ′ homeomorfismus takový, že f |X = id

Důkaz:

1.krok (nejdř́ıve konec) Necht’ Y a Y ′ jsou dva prostory takové, že h : Y →
Y ′, p 7→ q, h|X = id. U otevřená v Y ⇔ h(U) je otevřená v Y ′.
p /∈ U ⇒ h(U) = U , U je otevřená v Y a X ⊂ Y , proto je otevřená i v
X, a protože X je otevřená v Y , je i U otevřená v Y .
p ∈ U , C = Y − U je uzavřená v Y ⇒ C je kompaktńı. C ⊂ X ⊂
Y ′ ⇒ C je kompaktńı podprostor Y ′, Y ′ je Hausdorffuv, C je uzavřený
v Y ′ ⇒ Y ′ − C = h(U) je otevřený v Y ′.

2.krok X je lokálně kompaktńı Hausdorffuv, vezmeme a /∈ X. Y = X ∪ a a
zavedeme topologii: otevřené množiny jsou otevřené množiny v X a
∀Y − C, kde C je kompaktńı podprostor X. (je třeba dokázat, že se
jedná o topologii). Ted’ ukážeme, že X je podprostor Y . U otevřená v
Y , U ∩X = U . U = Y − C ⇒ (Y − C) ∩X = X − C otevřená v X
(...?)
Y je kompaktńı: Necht’ A je otevřené pokryt́ı Y . A muśı obsahovat i
množinu tvaru Y −C, protože žádné z množin 1. typu neobsahuj́ı bod
a. Vezmeme množiny z A kromě těch ve tvaru Y − C, to je pokryt́ı
X a z něj existuje konečné podpokryt́ı, protože X je kompaktńı. Plus
vezmeme jednu množinu Y − C a stále máme konečné pokryt́ı.
Y je Hausdorffuv: Pokud x, y ∈ X, neńı co dokazovat (X je Hausdorffuv),
zaj́ımá nás tedy př́ıpad x ∈ X, y = a /∈ X. X je lokálně kompaktńı
⇒ ∃C kompaktńı okoĺı x obsahuj́ıćı U . Potom Y − C je okoĺı a a
U ∩ Y − C = Ø

7



3.krok (opačná implikace) Necht’ existuje Y splňuj́ıćı podmı́nky věty. Potom
X je Hausdorffuv. Chceme ukázat, že ∀x ∈ X je X lokálně kompaktńı.
a ∈ Y −X jediný bod, x ∈ U, a ∈ V okoĺı. Z Hausdorffovosti v́ıme, že
U ∩V = Ø. C = Y −V je uzavřená v Y ⇒ C je kompaktńı podprostor
Y a obsahuje U .

Mohou nastat dvě situace - X je kompaktńı ⇒ Y dostaneme přidáńım 1 izo-
lovaného bodu, nebo X neńı kompaktńı ⇒ X̄ = Y

Definice: Pokud je Y kompaktńı Hausdorffuv prostor a X ⊂ Y takový, že
X = Y , potom Y se nazývá kompaktifikace X. Pokud Y \X = {a}, potom Y
se nazývá jednobodová kompaktifikace X.

Věta: Necht’ X je Hausdorffuv prostor. Potom X je lokálně kompaktńı právě
tehdy, když ∀x ∈ X a ∀Ux okoĺı bodu x existuje Vx okoĺı bodu x takové, že
Ux je kompaktńı a V ⊂ U .

Důsledek: Necht’X je lokálně kompaktńı Hausdorffuv prostor a A ⊂ X pod-
prostor. Pokud je A uzavřený nebo otevřený vX, tak je A lokálně kompaktńı.

Důsledek:X je homeomorfńı k otevřenému podprostoru kompaktńıho Hausdor-
ffova prostoru právě tehdy, když je X lokálně kompaktńı Hausdorffuv.
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