40. Bifurkace

Definice: Dva toky ¢y, 1, jsou topologicky konjugované, pokud existuje ho-
meomorfismus h : M — M takovy, ze h o ¢, = 1, o h pro vSechna
teR.

Vlastnosti: Necht ¢, jsou topologicky konjugované toky, h : M — M
prislusny homeomorfismus. Potom plati:

(i) h zobrazuje stabilni rovnovazné stavy na stabilni rovnovazné stavy
(a nestabilni na nestabilni)

(ii) h zobrazuje uzaviené trajektorie na uzaviené trajektorie o stejné
periodé

(iii) h zobrazuje w-limitni mnoziny trajektorii na w-limitn{ mnoziny
trajektorii (a a-limitni na a-limitni)

(iv) h zobrazuje homoklinické trajektorie na homoklinické trajektorie
(a heteroklinické na heteroklinické)

Poznamka: Trajektorie, které zacina a konci v ruznych bodech se nazyvé
heteroklinickd a trajektorie, kterd zacina a konc¢i v jednom bodé se
nazyva homoklinicka.

Definice: Dva toky ¢y, 1, jsou topologicky ekvivalentni, pokud existuje ho-
meomorfismus h, ktery zobrazuje trajektorie toku ¢; na trajektorie toku
Y, pri zachovani jejich orientace (nemusi zachovavat parametrizaci).

hog(z) = Vo () © h(z)
PricemzZ 7j(,) : R — R je rostouci homeorfismus takovy, ze plati

Th(x)(O) =0a lim Th(l,)(t) =400

t—+oo
a pokud je 7, identita, jednd se o konjugaci.

Vlastnosti: Necht ¢;, 1, jsou topologicky ekvivalentni toky, h : M — M
piislusny homeomorfismus. Potom vlastnosti (i), (iii) a (iv) plat{ stejné
jako u konjugace.

(ii) h zobrazuje uzaviené trajektorie na uzaviené trajektorie, pricemsz
nemusi mit stejnou periodu.



Definice: Rekneme, ze rovnice 2/ = X (z, 1) ma v bodé (g, po) bifurkaci,
jestlize se chovani feseni v okoli bodu xy podstatnym zpusobem zméni
v okamziku .
Podstatnou zménou chovéani rozumime typicky vznik /zanik stacionarniho
bodu ¢i zménu jeho stability.

Formalné: 7' = X(z),y' = Y (z), norma: || X||; = sgg{z |XZ(:E)|+Z |xa;x) |}
x —1 j

ij=1
Definice: Vektorovd pole X (z) a Y (z) jsou e-blizkd, jestlize plati
| X (z) =Y (2)[| <e

pro vSechna x € R". VsSechna e-blizka vektorova pole tvori e-okoli
(N=(X)).

Definice: Soustava z’ = X () je strukturdlné stabilni, jestlize existuje N.(X)
takové, ze pro vsechna Y € N.(X) jsou feSen{ soustavy 2’ = Y (z) to-
pologicky ekvivalentni se soustavou =’ = X (z).

Jestlize je X (x, p) strukturdlné stabilni, potom pii malé zméné u ne-
dochazi k bifurkaci.

Definice: Hodnoté parametru, pii které dochézi k bifurkaci fazového portrétu
nazyvame bifurkacni hodnota parametru.

Definice: Bifurkacni diagram je grafické znazornéni zavislosti rovnovaznych
stavi na parametru p.

Bifurkace sedlo-uzel: Dva rovnovazné stavy (sedlo(nestabilni) a uzel(stabilnf))
se spoji a bifurkaci zaniknou.

/

o =p+at oy =y



Transkriticka bifurkace: Dva rovnovazné stavy, které si ” vyméni chovani”-
stabilni uzel se zméni v sedlo (vzdy nestabilni) a sedlo se zméni ve

stabilni uzel.
!

d=p—1 oy =—y

Vidlickova bifurkace: Rovnovazny stav (stabilni uzel) zméni stabilitu (ne-
stabilni uzel) a vzniknou dva nové (stabilni uzly).

= pr — a® y = —y



Hopfova bifurkace: (komplexni koteny) Stabilni ohnisko prechézi v ne-
stabilni a objevuje se stabilni orbita. Systém prevadime do polarnich
soufadnic.

o =pr—y—z@®+y?) Y =a+py—y@@®+y°)

Hopfova véta: Necht 2’ = X (z, ), kde z € R" a u € R je parametr. Déle
necht plati:

(i) x(p) je rovnovéazny stav soustavy z = X (x, u), tj. plati X (z(p), u) =
0eR"

0X
(ii) matice linearizace J(z(u)) = OX(, 1) mé dvojici imagindrnich

komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel A\jo(p) = a(p) £ iw(p) a
zbyvajicich n — 2 vlastnich ¢isel A3, A4, ...\, ma zaporné realné
casti

(iii) pro u = p* plati: a(p*) =0, o/ (p*) # 0, w(p*) >0

(iv) rovnovazny stav x(u*) je asymptoticky Ljapunovsky stabilni.

Pak se pro p = p* odvétvi od rovnovazného stavu z(u*) jednoparame-
tricky systém uzavienych trajektorif v,,.



Definice: Ve viceparametrickych systémech muze dochézet ke globdlnim bi-
furkacim. Napriklad muze jit o Bogdanovu-Takensovu bifurkaci, kde
je nulové vlastni ¢islo dvojnasobné nebo Bautinovu bifurkaci, neboli
zobecnénou Hopfovu bifurkaci, kde je porusena podminka nedegenero-
vanosti Hopfovy bifurkace.

Bodgan-Takensova bifurkace: Dvouvimenzionalni dvouparametricky systém,
v okoli pocatku je lokalné topologicky ekvivalentni systému

Yo =1y  yh=¢1+ey +yi sy

Bautionova bifurkace: Dvoudimenzionalni dvouparametricky systém, Bau-
tinova bifurkace zpusobuje, ze vlivem druhého parametru dochazi k
naruseni podminky nedegenerovanosti u Hopfovy bifurkace. V polarnich
soufadnicich tak dostdavame

pr=pler+ep’+ph) =1

Rovnovazna feseni odpovidaji limitnim cyklum.



Blue-sky catasthrophe: Bifurkace periodické orbity, objevuje se ve slow-
fast systémech (napf. u neuronu s hysteresi pii skoku z rovnovéhy do
stabilnich oscilaci)




