
31. Konvergence v topologických pro-
storech a metrické prostory

1 Základy obecné topologie

Definice: Topologie na množiněX je množina T jejich podmnožin s následuj́ıćımi
vlastnostmi:

• A,B ∈ T ⇒A∩B ∈ T

• Aα ∈ T ∀α ⇒
⋃

α Aα ∈ T

• Ø ∈ T , X ∈ T

Prvky množiny T se nazývaj́ı otevřené množiny. Doplňky otevřených množin
se nazývaj́ı uzavřené množiny.

Př́ıklady:

• Antidiskrétńı (triviálńı) topologie: T = {Ø, X}

• Diskrétńı topologie: T = 2X

Definice: Okoĺım bodu a v topologickém prostoru je libovolná otevřená
množina obsahuj́ıćı a.

Definice: Topologický prostor se nazývá Hausdorffuv, pokud pro každé dva
r̊uzné body existuj́ı disjunktńı okoĺı. Jinak řečeno ∀x, y ∈ X, x ̸= y ∃Ux okoĺı
x a Uy okoĺı y : Ux ∩ Uy = Ø

Definice: Báze topologie je systém B otevřených množin takový, že každá
otevřená množina je sjednoceńım prvk̊u z B:

U ∈ T ⇒ ∃Bα ∈ B : U =
⋃
α

Bα

Subbáze topologie je systém S otevřených množin takový, že jejich konečné
pr̊uniky tvoř́ı bázi:

{
n⋂

j=1

Uj, Uj ∈ S, n ∈ N}

Věta: Pro každou bázi B plat́ı

(i)
⋃

U∈B = X
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(ii) U1, U2 ∈ Bax ∈ U1 ∩ U2 ⇒ ∃U3 ∈ B : U3 ⊂ U1 ∩ U2

Naopak každý systém B podmnožin X splňuj́ıćı tyto dva axiomy je báźı nějaké
(jednoznačně určené) topologie na X.

Definice: Dlouhou posloupnost́ı v množině X nazýváme soubor jej́ıch prvk̊u
{xn}n∈N , indexovaný nějakou usměrněnou množinou N .

Věta: Něcht’ X, Y jsou topologické prostory, f : X → Y je zobrazeńı a
x ∈ X. Pak jsou tato tvrzeńı ekvivalentńı:

(i) f je spojité v x

(ii) pro každou dlouhou posloupnost xn → x v X plat́ı

Věta: Množina F v topologickém prostoru je uzavřená, právě tehdy když,
každá dlouhá posloupnost, která má limitu a všechny jej́ı členy lež́ı v F , má
limitu v F .
Definice: Necht’ A je podmnožina topologického prostoru X.

(1) Uzávěr Ā množina A je pr̊unik všech uzavřených množin obsahuj́ıćıch
A:

A :=
⋂
A⊂F

F

(2) Vnitřek IntAmnožiny A je sjednoceńı všech otevřených množin obsažených
v A:

IntA :=
⋃
U⊂A

U

(3) Hranice ∂A množiny A je množina všech bod̊u takových, že každé jejich
okoĺı obsahuje jak bod z A, tak bod mimo A:

x ∈ ∂A ⇔ [Uokoĺı x ⇒ (U ∩ A ̸= Ø & U\A ̸= Ø)]
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2 Metrické prostory

Definice: Metrikou na množině X nazýváme zobrazeńı d : X ×X → [0;∞)
takové, že:

(1) d(x, z) < d(x, y) + d(y, z)∀x, y, z ∈ X trojúhelńıhová nerovnost

(2) d(x, y) = d(y, x)∀x, y ∈ X symetričnost

(3) d(x, y) = 0 ⇔ x = y

Množina X spolu s metrikou d tvoř́ı metrický prostor (X, d).

Př́ıklady:

• (R, d), d := |x− y|

• (Rn, d), d :=
∑n

j=1 |xj − yj|

• (Rn, d), d := maxj |xj − yj|

Definice: Necht’ X je metrický prostor s metrikou d. Otevřenou kouĺı se
středem v x ∈ X a poloměrem r > 0 nazýváme množinu

B(x, r) := {y ∈ X : d(x, y) < r}

Uzavřenou kouĺı nazýváme množinu

B(x, r) := {y ∈ X : d(x, y) ≤ r}

Věta:Definujme na metrickém prostoruX následuj́ıćı systémO jeho podmnožin:
U ⊂ X patř́ı do O právě tehdy když spolu s každým svým bodem x obsahuje
také nějakou otevřenou kouli B(x, r). Pak O je topologie na X. (indukovaná
metrikou)

Věta: Posloupnost bod̊u xn metrického prostoru konverguje (v indukované
topologii) k bodu x právě tehdy, když posloupnost č́ısel d(xn, x) konverguje
k nule:

xn → x ⇔ d(xn, x) → 0

Věta: Necht’ X, Y jsou dva metrické prostory a f : X → Y . Pak následuj́ıćı
tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(i) f je spojité v x ∈ X

(ii) xn → x ∈ X ⇒ f(xn) → f(x) ∈ Y
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(iii) ∀ϵ > 0 ∃δ > 0 : dX(x, y) < δ ⇒ dY (f(x), f(y)) < ϵ

Věta: Necht’ X, Y jsou dva metrické prostory a f : X → Y . Pak následuj́ıćı
tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(i) f je spojité na X

(ii) vzor libovolné otevřené množiny v Y při zobrazeńı f je otevřená množina
v X

Definice: Posloupnost xn bod̊u v metrickém prostoru X se nazývá Cauchy-
ovská, pokud ∀ϵ > 0∃N : m,m ≥ N ⇒ d(xm, xn) < ϵ.
Opačná implikace plat́ı pouze pro úplné prostory.
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3 Zúplněńı metrického prostoru

Definice: Necht’ (X1, d1), (X2, d2) jsou dva metrické prostory. f : X1 → X2

se nazývá izometrie pokud d1(x, y) = d2(f(x), f(y)) ∀x, y ∈ X1. Metrické
prostory jsou izometrické, pokud mezi nimi existuje izometrie.

Definice: Izometrie f : X1 → X2, kde X2 je úplný metrický prostor, a
taková, že f(X1) je hustá množina v X2, se nazývá zúplněńı metrického pro-
storu X1.

Hausdorffova věta o zúplněńı metrického prostoru: Každý metrický
prostor je izometrický s podprostorem úplného metrického prostoru.

Důkaz:
(X, d) metrický prostor
Necht’ S = {xi}, T = {yi} jsou dvě Cauchyovské posloupnosti v X.
∀i, j plat́ı d(xi, yi) ≤ d(xi, xj) + d(xj, yj) + d(yj, yi)
takže d(xi, yi)− d(xj, yj) ≤ d(xi, xj) + d(yj, yi)
podobně d(xj, yj)− d(xi, yi) ≤ d(xi, xj) + d(yj, yi)
Proto |d(xi, yi)− d(xj, yj)| ≤ d(xi, xj) + d(yj, yi) ∀i, j ∈ N
Necht’ ϵ > 0 je libovolné. Potom ∃n0 : ∀i, j ≥ n0 : d(xi, xj) <

ϵ
2
a d(yi, yj) <

ϵ
2

⇒ |d(xi, yi) − d(xj, yj)| ≤ ϵ
2
+ ϵ

2
= ϵ ⇒ {d(xi, yi)} je Cauchyovská v R a z

úplnosti R plyne, že ∃ lim
i→∞

d(xi, yi) = d′(S, T ).

Pomoćı této funkce d′ definujeme na množině všech Cauchyovských posloup-
nost́ı relaci ekvivalence: d′(S, T ) = 0 ⇔ S ∼ T . Evidentně je reflexivńı,
symetrická a tranzitivńı. Položme d′′([S], [T ]) = d′(S, T ). Ukažme nejdř́ıve,
že d′′ nezálež́ı na volbě reprezentant̊u tř́ıd: Mějme S ′, T ′ jiné reprezentanty
tř́ıd [S], [T ].
d′(S ′, T ′) ≤ d′(S ′, S) + d′(S, T ) + d′(T, T ′) = d′(S, T ) opačná nerovnost plat́ı
také a proto d′(S ′, T ′) = d′(S, T )
Označme ϵX množinu všech tř́ıd Cauchyovských posloupnost́ı v metrickém
prostoru X. d′′ je metrika na ϵX:

1. d′′ ≥ 0

2. d′′([S], [T ]) = d′′([T ], [S])

3. d′′([S], [T ]) = d′′([S], [U ]) + d′′([U ], [T ]) (limitńım přechodem z d′,
d′(S, T ) ≤ d′(S, U)+d′(U, T ) a to plat́ı z d(xi, yi) ≤ d(xi, zi)+d(zi, yi))

Ted’ ukážeme, že (ϵX, d′′) je úplný metrický prostor.
Necht’ [S1], [S2], ... je libovolná Cauchyovská posloupnost v ϵX. Zvoĺıme re-
prezentanta tř́ıdy [Si] a označ́ıme Si = {xi,j}. ⇒ ∀i∀ϵ = ϵ

3
> 0 ∃ni : ∀k, l ≥
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ni : d(xi,k, xi,l) <
ϵ
3
(∗)

Definujeme S = (x1,n1 , x2,n2 , x3,n3 ...).Ukážeme, že S je Cauchyovská v X a
[S1], [S2], ..., [Sn] konverguj́ı k S: {[Sn]} je Cauchyovská v ϵX ⇒ ∀ ϵ

3
> 0 ∃n0 :

∀m,n ≥ n0 : d
′′([Sm], [Sn]) <

ϵ
3
⇒ d′(Sm, Sn) <

ϵ
3
⇒ lim

j→∞
d(xm,j, xn,j) <

ϵ
3
⇒

∃η0 : ∀j ≥ η0, m, n ≥ n0 : d(xm,j, xn,j) <
ϵ
3
(∗∗)

Pomoćı trojúhelńıkové nerovnosti spoj́ıme (∗) a (∗∗) a dostaneme:
∀ϵ > 0 ∃η : ∀i, j ≥ η ⇒ d(xi,ni

, xj,nj
) < ϵ, což znamená, že S je Cauchyovská

posloupnost. Stač́ı ukázat, že [S1], [S2], ..., [Sn] konverguje k [S]:
d′′([Si], [S]) = d′(Si, S) = lim

j→∞
d(xi,j, xj,nj

)

a zároveň d(xi,j, xj,nj
) ≤ d(xi, j, xi,ni

) + d(xi,ni
, xj,nj

)
Potom plat́ı ∀ϵ = ϵ
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∃ni : ∀k, l ≥ ni ⇒ d(xi,j, xj,nj

) < ϵ ⇒ lim
j→∞

d(xi,j, xj,nj
) <

ϵ
Proto pro ∀i ≥ η plat́ı d′′([Si], [S]) ≤ ϵ ⇔ [S] = limi→∞ a t́ım jsme dokázali,
že ϵX je metrický prostor. Pro x ∈ X polož́ıme f(x) = [x], kde x označuje
tř́ıdu v ϵX obsahuj́ıćı posloupnost (x, x, x, ...). Pro libovolné x, y ∈ X máme
d′′(f(x), f(y)) = lim

j→∞
d(xj, yj) = d(x, y) a plat́ı ¯f(X) = ϵX.

T́ım máme dokázáno, že f : X → ϵX je izometrie a d̊ukaz je hotov.

Důsledek: Ke každému metrickému prostoru existuje jeho zúplněńı.
Důsledek:Každá Cauchyovská posloupnost v metrickém prostoru je ohraničená.
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