
25. PDR prvńıho řádu

Definice: Parciálńı diferenciálńı rovnice je rovnice obsahuj́ıćı funkci dvou
nebo v́ıce neznámých a jej́ı derivace.

F (Dku(x), Dk−1u(x)...u(x), x) = 0, x ∈ Ω,

kde Dku je k-tá derivace funkce u podle x, tedy Dku(x) =
∂ku(x)

∂xk
.

Ω ⊂ Rn, F je funkce a u : Ω̄ → R je neznámá, u = u(x).

Definice: Řád PDR je nejvyšš́ı stupeň derivace, který se v rovnici objevuje.

Definice: Parciálńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu je tohoto tvaru:

F (Du, u, x) = 0, x ∈ Ω, (1)

kde
F : Rn × R× Ω̄ → R,

Ω ⊂ Rn a u : Ω̄ → R je neznámá, u = u(x).

Definice: Rozlǐsujeme okrajové podmı́nky:

(i) Dirichletova podmı́nka:

u = g na ∂Ω

(ii) Neumannova podmı́nka:

∂u

∂n
= g na ∂Ω

(iii) Newtonova podmı́nka:

A
∂u

∂n
+Bu = g na ∂Ω,

kde
∂u

∂n
znač́ı derivaci podle normály k hranici oblasti Ω a A,B dané

konstanty takové, že A2 +B2 ̸= 0

Aplikace: fyzika (dynamika - kanonické transformace, mechanika - zachováńı
hmoty, optika - vlněńı)
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Definice: (i) Parciálńı diferenciálńı rovnice se nazývá lineárńı, pokud má
tvar

a1(x)Du(x) + a0u(x) = f(x)

pro dané funkce ai, i = 0, 1 a f .
Tato PDR se nazývá homogenńı, pokud f = 0.

(ii) Parciálńı diferenciálńı rovnice se nazývá kvazilineárńı, pokud má
tvar

n∑
i=1

ai(x1, . . . , xn, u)Du(x) + a0(x1, . . . , xn, u) = 0..

(iii) Parciálńı diferenciálńı rovnice se nazývá nelineárńı, pokud je ne-
lineárńı v̊uči u nebo Dku pro k = 0, 1, . . . , n.

Definice: Necht’

(Dau,D
2
xau) :=

 ua1 ux1a1 . . . uxna1
...

...
...

uan ux1an . . . uxnan


Funkce u = u(x, a) je úplný integrál v Ω×A, pokud u(x, a) řeš́ı (1) pro
každé a ∈ A a

rank(Dau,D
2
xau) = n

pro x ∈ Ω a a ∈ A.

Definice: Necht’ u = u(x, a) je C1 funkce x ∈ U, a ∈ A, kde U ⊂ Rn a
A ⊂ Rm jsou otevřené množiny. Mějme vektorovou rovnici

Dau(x, a) = 0 (x ∈ U, a ∈ A)

Předpokládejme, že můžeme naj́ıt jej́ı řešeńı pro parametr a jako C1

funkci x, a = ϕ(x), takže

Dau(x, ϕ(x)) = 0 (x ∈ U)

Potom
v(x) := u(x, ϕ(x)) (x ∈ U)

nazýváme obal (envelope) funkćı {u(·, a)}a∈A, nebo singulárńı integrál.

Věta: Předpokládejme, že pro každé a ∈ A je funkce u = u(·, a) řešeńım
parciálńı diferenciálńı rovnice. Předpokládejme dále, že obal v existuje
a je C1 funkce. Potom v je také řešeńım PDR (1).
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Definice: Mějme A ⊂ Rn−1 otevřenou množinu a libovolnou C1 funkci h :
A′ → R takovou, že graf h lež́ı v A. Dále a = (a1, . . . , an) = (a′, an)
pro a′ = (a1, . . . , an−1) ∈ Rn−1. Obecný integrál (závisej́ıćı od libovolné
dostatečně hladké funkce h) je obal v′ = v′(x) funkćı

u′(x, a′) = u(x, a′, h(a′)) (x ∈ U, a′ ∈ A′),

pokud tento obal existuje a je C1.

Metoda charakteristik je metoda, která řeš́ı (1) pomoćı použit́ı systému
ODR. Necht’ je u řešeńım (1), necht’ x ∈ Ω. Snaž́ıme se spoč́ıtat u(x)
pomoćı nějaké křivky lež́ıćı v Ω, která spojuje x a x0 ∈ Γ. Jelikož z
okrajové podmı́nky máme u = g na Γ, známe hodnotu u(x0).

Charakteristický systém: Mějme x(s) = (x1(s), x2(s), . . . , xn(s)) a s ∈
I ⊂ R a předpokládejme, že u je C2 řešeńı (1). Definujeme

p(s) := Du(x(s)),

p(s) = (p1(s), p2(s), . . . , pn(s)), kde pi(s) = uxi
(x(s)).

Potom charakteristický systém je 2n + 1 ODR prvńıho řádu pro F =
F (p(s), z(s), x(s))

ṗ(s) = −DxF −DuF · p
u̇(s) = DpF · p
ẋ(s) = DpF

(2)

Věta: Necht’ u ∈ C2(Ω) je řešeńı nelineárńı PDR prvńıho řádu (1) v Ω.
Předpokládejme, že x(·) je řešeńım třet́ı charakteristické rovnice (2),
kde p(·) = Du(x(·)). Potom p(·) je řešeńım prvńı charakteristické rov-
nice a u(x(·)) je řešeńım druhé charakteristické rovnice pro takové s,
že x(s) ∈ Ω.
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