25. PDR prvniho radu

Definice: Parcialni diferencidlni rovnice je rovnice obsahujici funkci dvou
nebo vice neznamych a jeji derivace.

F(D*u(z), D" 'u(z)..u(z),z) =0, z€Q,

OFu(z) ‘

kde D*u je k-t4 derivace funkce u podle z, tedy D*u(x) = gk
T

Q CR", F je funkce a u : Q — R je nezndma, u = u(zx).
Definice: R4d PDR je nejvyssi stupen derivace, ktery se v rovnici objevuje.
Definice: Parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu je tohoto tvaru:
F(Du,u,z) =0, z €, (1)

kde
F:R"xRxQ—R,

QCR"awu:Q— R jeneznamd, u = u(z).

Definice: Rozlisujeme okrajové podminky:

(i) Dirichletova podminka:

u = g na 0f)
(ii) Neumannova podminka:
0
8_Z = ¢ na 0f)
(ilii) Newtonova podminka:
0
A—U+Bu:gna8§2,
on

kde 0_u znaCi derivaci podle normély k hranici oblasti 2 a A, B dané

n
konstanty takové, ze A2+ B? #£0

Aplikace: fyzika (dynamika - kanonické transformace, mechanika - zachovani
hmoty, optika - vInéni)



Definice: (i) Parcidlni diferencialni rovnice se nazyva linedrni, pokud ma
tvar

a'(z)Du(z) + a’u(z) = f(x)

pro dané funkce a;,7 =0,1 a f.
Tato PDR se nazyva homogenni, pokud f = 0.

(ii) Parcialni diferencidlni rovnice se nazyva kvazilinedrni, pokud ma
tvar

Z a'(z1,..., T, u)Du(z) +a (21, ..., 2,,u) = 0.
i—1

(iii) Parcidlni diferencidlni rovnice se nazyva nelinedrni, pokud je ne-
linedrni vuéi u nebo DFu pro k =0,1,...,n.

Definice: Necht

ual u:r:1a1 e uInal
(Dgu, D2 u) =
Ug, Uzia, --- Uz,a,
Funkce u = u(z, a) je uplny integral v Q2 x A, pokud u(z,a) fesi (1) pro

kazdé a € A a
rank(Dqu, D?,u) = n

prox € Qaac€ A

Definice: Necht u = u(z,a) je C' funkce v € U,a € A, kde U C R" a
A C R™ jsou oteviené mnoziny. Méjme vektorovou rovnici

Dou(z,a) =0 (ze€UacA)

Piedpokladejme, Ze muZzeme najit jeji feSeni pro parametr a jako C!
funkei x, a = ¢(z), takze

Dyu(z,0(x)) =0 (xelU)

Potom
v(z) = u(z,¢(z)) (ze€U)
nazyvame obal (envelope) funkei {u(-, a)}qaca, nebo singuldrni integrdl.
Véta: Predpoklddejme, Ze pro kazdé a € A je funkce u = u(-,a) FeSenim

parcialni diferencidlni rovnice. Predpokladejme dale, Ze obal v existuje
a je C! funkce. Potom v je také fesenim PDR (1).
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Definice: Méjme A C R"™! otevienou mnozinu a libovolnou C* funkci h :
A" — R takovou, ze graf h lezi v A. Déle a = (ay,...,a,) = (d;a,)
proa’ = (ay,...,a,_1) € R". Obecnyj integrdl (zavisejici od libovolné
dostatecné hladké funkce h) je obal v' = v/(z) funkef

W (z,d) =u(x,d ,hd)) (xelUdeA),
pokud tento obal existuje a je C*.

Metoda charakteristik je metoda, kterd fesi (1) pomoci pouziti systému
ODR. Necht je u fesenim (1), necht z € €. Snazime se spocitat u(z)
pomoci néjaké kiivky lezici v €, kterd spojuje x a 2° € T. JelikoZ z
okrajové podminky mame u = g na I', zndme hodnotu u(z?).

Charakteristicky systém: Méjme x(s) = (z'(s), 2%(s),...,z"(s)) a s €
I C R a predpoklddejme, ze u je C? feSeni (1). Definujeme

p(s) == Du(x(s)),

p(s) = (p'(s),p*(s), ..., p"(5)), kde p'(s) = uz, (x(s)).
Potom charakteristicky systém je 2n + 1 ODR prvniho fadu pro F =

F(p(s), 2(s), 2(s))

p(s) = —D,F—D,F-p
u(s) = DyF-p (2)
(s) = D,F

Véta: Necht v € C%*(Q) je fesen{ nelinearni PDR prvniho fddu (1) v €.
Predpokladejme, ze x(-) je fesenim tieti charakteristické rovnice (2),
kde p(-) = Du(z(-)). Potom p(-) je FeSsenim prvni charakteristické rov-
nice a u(x(-)) je feSenim druhé charakteristické rovnice pro takové s,
ze x(s) € Q.



