33. Souvislé, obloukoveée souvislé a lokalné
souvislé prostory

1 Souvislost a kompaktnost

Definice: Necht (X, 7)) topologicky prostor. Rozdéleni X je dvojice U,V €
T, UNV=0,U#0,V 0, UUV = X. Prostor X se nazyvy souwvisly,
pokud neexistuje rozdéleni X.

Veéta: X je souvisly pravé tehdy, kdyz jediné mnoziny, které jsou zaroven
oteviené i uzaviené, jsou @ a X.

Lemma: Y C X je podprostor. Rozdéleni Y je AU B, kde zadné z A a B
neobsahuje limitni bod z té druhé mnoziny.

Lemma: Pokud X = C' U D je rozdéleni X a Y je souvisly podprostor X,
tak Y € C nebo Y C D.

Véta: Sjednoceni souvislych podprostoru X, které maji aspon 1 spolecny
bod, je souvisla mnozina.

Véta: Necht A je souvisly podprostor X. Pokud A € B C A, potom je B
také souvisla.

Véta: Necht f : X — Y spojité zobrazeni a X souvisld mnozina. Potom
f(X) je souvisla v Y.

Veéta: Konecény kartézsky soucin souvislych prostoru je souvislda mnozina.

1.1 ZevsSeobecnéni véty o stifedni hodnoté

Definice: Jednoduse usporadand mnozina L, kterda ma vice nez jeden prvek
se nazyva linedrni kontinuum pokud plati:

(i) Kazdd neprazdnd podmnozina L, kterd je ohrani¢end, ma supremum.

(ii) Pokud z < y, pak existuje z takové, ze x < z < y.



Véta: Pokud je L linedrni kontinuum, tak L je souvisld a souvislé jsou i in-
tervaly (i nekonecéné) v L.

Véta o stiedni hodnoté: Necht f : X — Y je spojité zobrazeni, X je
souvisly a Y je uspofddand mnozina. Pokud a,b € X a f(a) < r < f(b),
potom Jc € X takové, ze f(c) = r.



2 Path souvislost a lokalni souvislost

Definice: Necht x,y € X, cesta z z do y je spojité zobrazeni f : [a,b] — X
takové, ze f(a) = x a f(b) = y. X se nazyva path souvisld, pokud kazda
dvojice bodu z X muze byt spojend cestou.

Definice: X, x ~ y pokud existuje souvisly podprostor X, ktery obsahuje x
iy. Tridy ekvivalence se nazyvaji komponenty X.

Véta: Komponenty X jsou souvislé podprostory X, které jsou disjunktni,
jejich sjednoceni je celé X a kazdy neprazdny souvisly podprostor X ma
neprazdny prunik nejvice s jednou komponentou.

Definice: Definujeme relaci ekvivalence na X jako x ~ y pokud existuje
cesta z x do y v X. Tridy ekvivalence v této relaci tvori path komponenty.

Veéta: Path komponenty X jsou path souvislé podprostory X, které jsou
disjunktni, jejich sjednoceni je celé X a kazdy neprazdny path souvisly pod-
prostor X ma neprazdny prunik nejvice s jednou komponentou.

Piiklad:

S = {[z, sin(1)],0 < z < 1} - topologické sinusoida

S = SUJ[—1,1] - jeji uzavér (spolu s intervalem na pifmce)
S je path csouvisly, ale S neni.

S i S jsou souvislé.

Definice: X se nazyva lokdlne souvisly v x pokud pro kazdé U okoli bodu x
existuje V souvislé okoli bodu x, které je obsazeno v U. Pokud je X lokalné
souvisly v kazdém bodé, pak tikameé, ze X je lokdlné souvisly.

Analogicky X se nazyva lokdlné path souvisly v x pokud pro kazdé U okoli
bodu x existuje V path souvislé okoli bodu x, které je obsazeno v U. Pokud
je X lokalné path souvisly v kazdém bodé, pak tikamé, ze X je lokdlné path
souwisly.

Veéta: X je lokdlné souvisly prave tehdy, kdyz pro kazdou otevienou podmnozinu
X plati, ze kazdy jeji souvisly komponent je otevieny v X.

Veéta: X je lokalné path souvisly pravé tehdy, kdyz pro kazdou otevienou
podmnozinu X plati, ze kazdy jeji path souvisly komponent je otevieny v X.

Veéta: X topologicky prostor. Kazdy path souvisly komponent X lezi v



néjakém souvislém komponentu X. Pokud je X lokalné path souvisly, potom
jsou souvislé a path souvislé komponenty totozné.

Véta: Soucin koneé¢né mnoha kompaktnich prostoru je kompaktni.

Definice: Mnozina ¢ podmnozin mnoziny X mé vlastnost konecného pruniku,
pokud pro kazdou kone¢nou podmnozinu C = C4, Cy, ..., C, plati, ze
CiNnCyn..NC, #0

Véta: Nécht X je topologicky prostor. X je kompaktni pravé tehdy, kdyz
pro kazdou mnozinu uzavienych podmnozin C, ktera mé vlastnost kone¢ného
pruniku plati, ze (| C; # O

C;eC
Diikaz: Uvazujeme k mnozinam z C jejich doplinky X —C}, které jsou uzaviené.
Z De Morganovych pravidel X — (U C,) = (;c,(X — C,) plyne:
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Koneénd mnozina C; pokryva X & N X —C; =0
i=1

X je kompaktni < Pro kazdou mnozinu otevienych podmnozin A; = X — C}
plati, ze pokud A pokryva X, potom néjaka konetna podmnozina A pokryva
X.
< Pokud mame mnozinu otevienych podmnozin A, pro které plati, ze zadna
konecna podmnozina této mnoziny nepokryva X, potom ani A nepokryva X.
(dodélat néco tieba)

Véta - Lebesguovo ¢islo: Necht A je oteviené pokryti metrického prostoru
(X, d). Pokud X je kompaktni, tak 30 > 0 takové, ze pro kazdou podmnozinu
X, pro kterou sup{d(ay,as),as,as € A} < ¢ existuje prvek z A, ktery ji ob-
sahuje.

Véta - o rovhomérné spojitosti: Nechf f : X — Y je spojité zobrazeni
kompaktniho metrického prostoru (X, d;) do metrického prostoru (Y, ds). Po-
tom f je rovnomeérné spojité.



