
7. Pole a jejich rozš́ı̌reńı
Definice: Komutativńı okruh s nenulovou jednotkou se nazývá pole, pokud

je má každý nenulový prvek inverzi vzhledem k násobeńı.

Věta: Každý konečný obor integrity je pole.

Důkaz: Necht’ D je obor integrity s jednotkou 1. Necht’ a ∈ D je libovolný
nenulový prvek. Potřebujeme ukázat, že a má multiplikativńı inverzi.
Pokud a = 1, je svou vlastńı inverźı, takže předpokládáme a ̸= 1.
Vezměme posloupnost prvk̊u D: a, a2, a3, .... Vzhledem k tomu, že D
je konečný, muśı existovat i, j ∈ N, i > j takové, že ai = aj. Potom
ai−j = 1 z cancelation property. Protože a ̸= 1 a v́ıme i − j > 1, je
ai−j−1 inverze k a.

Věta: Okruh celých č́ısel modulo p je pole pro každé prvoč́ıslo p.

Př́ıklad: Pole s dev́ıti prvky:
Z(3)[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z(3)} = {0, 1, 2, i, 1+ i, 2+ i, 2i, 1+ 2i, 2+ 2i}

Poznámka: Pr̊unik všech podpoĺı pole je podpole a t́ım pádem má každé
pole nejmenš́ı podpole, kterému se ř́ıká prime podpole pole.

Definice: Homeomorfismus okruh̊u ϕ : R → S je zobrazeńı zachovávaj́ıćı
obě operace kruhu, tj.:

(a+ b)ϕ = aϕ+ bϕ a (ab)ϕ = (aϕ)(bϕ) pro všechna a, b ∈ R

Bijektivńı homeomorfismus nazýváme isomorfismus.

Definice: Pole E je rozš́ıřeńı pole F , pokud F ⊆ E.

Fundamentálńı věta teorie poĺı (Kroneckerova věta): Necht’ F je pole
a f(x) nekonstantńı polynom v F [x]. Potom existuje E rozš́ı̌reńı pole
F , ve kterém má f(x) nulu.

Definice: Necht’ E je rozš́ı̌reńı pole F a necht’ a ∈ E. Řekneme, že a je
algebraické nad F , pokud je a nula nějakého polynomu v F [x]. Po-
kud a neńı algebraické nad F , řekneme, že je transcendentálńı nad F .
Rozš́ı̌reńı E pole F je algebraické rozš́ıřeńı, pokud je každý prvek E
algebraický nad F . Pokud E neńı algebraické rozš́ı̌reńı nad F , je to
transcendentálńı rozš́ıřeńı pole F . Rozš́ı̌reńı pole F typu F (a) je jed-
noduché (simple) rozš́ıřeńı F .
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Věta: Necht’ E je rozš́ı̌reńı pole F a a ∈ E. Pokud je a transcendentálńı
nad F , potom F (a) ≈ F (x). Pokud je a algebraické nad F , potom
F (a) ≈ F [x]/⟨p(x)⟩, kde p(x) je polynom v F [x] minimálně takového
stupně, že p(a) = 0. Nav́ıc je p(x) irreducibilńı nad F .

Důsledek: Pokud je a algebraické nad polem F , potom existuje jedinečný
monický irreducibilńı polynom p(x) v F [x] takový, že p(a) = 0. Takový
polynom nazýváme minimálńı polynom a nad F .

Důsledek: Necht’ je a algebraické nad F a necht’ p(x) je minimálńı polynom
a nad F . Pokud f(x) ∈ F [x] a f(a) = 0, potom p(x) děĺı f(x) v F [x].

Definice: Necht’ je E rozš́ı̌reńı pole F . Řekneme, že E je rozš́ıřeńı stupně
n nad polem F a ṕı̌seme [E : F = n], pokud má E dimenzi n jako
vektorové pole nad F . Pokud je [E : F ] konečné, je E konečné rozš́ıřeńı
F , jinak se jedná o nekonečné rozš́ıřeńı F .

Př́ıklad: Pole komplexńıch č́ısel je rozš́ı̌reńı 2. stupně nad polem reálných
č́ısel, protože {1, i} je báze. Pole komplexńıch č́ısel je nekonečné rozš́ı̌reńı
racionálńıho pole.

Věta: Pokud je E konečné rozš́ı̌reńı F , tak je to algebraické rozš́ı̌reńı.

Poznámka: opačná implikace neplat́ı:Q(
√
2,

3
√
2,

4
√
2, . . .) je algebraické rozš́ı̌reńı

Q, ale neńı konečné

Věta: Necht’ K je konečné rozš́ı̌reńı E a necht’ E je konečné rozš́ı̌reńı F .
Potom K je konečné rozš́ı̌reńı F a plat́ı [K : F ] = [K : E][E : F ].

Věta: Pro každé prvoč́ıslo p a přirozené č́ıslo n existuje, až na isomorfismy,
jedinečné konečné pole řádu pn.
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