38. Hyperbolicita v teorii dynamickych
systému

Definice: Dopfednd orbita bodu x je mnozina bodu z, f(x), f*(z), f3(z), ...
a znaci se OT (x). Pokud je f homeomorfismus, muzeme definovat plnou
orbitu, O(z) jako mnozinu bodu f"(z) pro Vx € Z a zpétnou orbitu,
O~ (z) jako mnozinu bodu z, f~!(x), f~2(x), ....

Definice: Bod x je pevnym bodem pro f, pokud plati f(x) = x. Bod x
je periodickym bodem periody n, pokud f"(z) = z. Nejmensi kladné
n, pro které plati f™(x) = z se nazyvé prime period x. Mnozinu vsech
periodickych bodu periody n znac¢ime Per, (f) a mnozinu pevnych bodu
jako Fiiz(f). Mnozina vsech iteraci periodickych bodu tvoii periodickou
orbitu.

Definice: Bod je eventuelné periodicky periody n, pokud x neni periodicky,
ale existuje m > 0 takové, ze f"(x) = f*(z) pro Vi > m. To znamen4,
7e fi(z) je periodicky pro i > m.

Browerova véta o pevném bodu: Pro kazdé spojité zobrazeni f na uzaviené
kouli existuje bod takovy, ze f(z) = x. Takovy bod se nazyva pevny
bod funkce f.

Diukaz: g(z) = f(z) — x a véta o stfedni hodnoté

Definice: Bod x je kriticky bod funkce f, pokud f'(z) = 0. Kriticky bod je
nedegenerovany, pokud plati f”(z) # 0. Kriticky bod je degenerovany,
pokud f”(x) = 0.

Priklad: f(z) = 2? m4 nedegenerovany kriticky bod v 0
f(x) = 2™ pro n > 2 ma degenerovany kriticky bod v 0.

Definice: Necht p je periodicky bod periody n. Bod p je hyperbolicky, pokud
[(f) ()] # 1.

Proposition: Necht p je hyperbolicky pevny bod a |f'(p)|] < 1. Potom
existuje otevieny interval U kolem p takovy, ze pokud x € U, potom

lim f"(z) = p.

Definice: Necht p je hyperbolicky periodicky bod periody n s |(f") (p)| < 1.
Potom p je pritahujici periodicky bod (attractor).



Proposition: Necht p je hyperbolicky pevny bod a |f’(p)| > 1. Potom exis-
tuje otevieny interval U kolem p takovy, ze pokud x € U, x # p, potom
existuje k > 0 takové, ze f*(x) ¢ U

Definice: Necht p je pevny bod a |f'(p)| > 1. Potom p je odpudivy pevny
bod (repulsor).

Véta: Necht f: R — R je spojita. Pfedpokladejme, Ze f m4 periodicky bod
periody tfi. Potom f ma periodické body vSech ostatnich period.

Sarkovského uspoiaddni: 35507 ...52-302-5>...52"-3p2"-5p
L2 2l 2322201

Véta: Necht f: R — R je spojita. Pfedpoklddejme, Ze f m4 periodicky bod
periody 3. Potom f mé periodické body vSech ostatnich period.

Dikaz: Predpoklady:

1. Pokud I, jsou uzaviené intervaly a I C J a f(I) D J, potom f
mé pevny bod v I (véta o stfedni hodnoté)

2. Necht Ag, Ay, As... jsou uzaviené intervaly a plati f(A4;) D A
pro ¢ = 0...n — 1 Potom existuje aspon jeden podinterval J, C Ay,
ktery se zobrazi na A;..... Existuje bod z € Aq takovy, ze fi(x) €
A; pro kazdé i. Rekneme, ze f(A;) pokryva A;y

Sarkovského véta: Nechf f : R — R je spojitd. Piedpokladejme, ze f
ma periodicky bod s prime periodou k. Pokud k> ve vySe zminéném
uspotradani, potom f mé také periodicky bod periody I.

Priklady: 1. Zobrazeni tent:
T(x)= 2z z€(0,3)
20—z) ze(3,1)
2. Iraciondlni rotace na kruhu:
fo=x+0,0€el
kazdy bod ma hustou orbitu
minimalni = transitivni systém
3. Zobrazeni shift:
Yo ={s=505152...|5; =0V 1}
oY, = >, Spojité zobrazeni
o(808182...) = (818283...)
|si — il

d(s,t) = Z o metrika ma ),
i=0

shift - Morseho posloupnost generuje minimalni mnozinu



