
26. Systémy PDR, PDR vyšš́ıho řádu
a kompatibilita
Definice: Parciálńı diferenciálńı rovnice je rovnice obsahuj́ıćı funkci dvou

nebo v́ıce neznámých a jej́ı derivace.

F (Dku(x), Dk−1u(x), ..., u(x), x) = 0, x ∈ Ω,

kde Ω ⊂ Rn, F = (F1, . . . , Fm) je vektor funkćı a u : Ω̄ → Rn je vektor
neznámých funkćı, u = u(x1, . . . , xn) a Dku je k-tá derivace funkce u

podle x, tedy Dku(x) =
∂ku(x)

∂xk
.

Definice: Řád PDR je nejvyšš́ı stupeň derivace, který se v rovnici objevuje.

Definice: (i) Parciálńı diferenciálńı rovnice se nazývá lineárńı, pokud má
tvar ∑

|α|≤k

aα(x)D
αu(x) = f(x)

pro dané funkce aα(|α| ≤ k) a f .
Tato PDR se nazývá homogenńı, pokud f = 0.

(ii) Parciálńı diferenciálńı rovnice se nazývá kvazilineárńı, pokud má
tvar∑
|α|=k

aα
(
Dk−1u, . . . , Du, u, x

)
Dαu+ a0

(
Dk−1u, . . . , Du, u, x

)
= 0.

(iii) Parciálńı diferenciálńı rovnice se nazývá nelineárńı, pokud je ne-
lineárńı v̊uči u nebo nějakému Dku.

Definice: Analytická funkce je funkce, kterou lze na okoĺı každého bodu
vyjádřit jako součet mocninné řady. Analytický systém je systém s ana-
lytickými koeficienty.

Kovalevské tvar rovnice: Necht’ (x, t) = (x1, . . . , xp−1, t) jsou nezávislé

proměnné a ũ(n) znač́ı všechny parciálńı derivace u vzhledem k x a t až
do řádu n, kromě uαnt. Potom Kovalevské tvar rovnice je

uαnt ≡
∂nuα

∂tn
= Γα(y, t, ũ(n)), α = 1, . . . , q. (1)

Cauchyho data pro tento systém jsou ve tvaru

∂kuα

∂tk
(x, t0) = hαk (x), α = 1, . . . , q, k = 0, . . . , n− 1, (2)

kde hαk (x) jsou analytické funkce pro t = t0 a x v okoĺı bodu x0 ∈ Rp−1.
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Věta Cauchyho-Kovalevské: Necht’ jsou funkce Γα v systému Kovalevské
(1) analytické a Cauchyho data hαk (x) (2) jsou také analytické funkce
pro x v okoĺı x0. Potom existuje jedinečné analytické řešeńı u = f(x, t)
pro Cauchyho úlohu (1), (2) definované pro (x, t) v okoĺı bodu x0, t0.

Definice: Systém diferenciálńıch rovnic n-tého řádu ∆(x, u(n)) = 0 je lokálně
řešitelný v bodě

(x0, u
(n)
0 ) ∈ S∆ = {(x, u(n)) : ∆(x, u(n)) = 0}

pokud existuje hladké řešeńı systému u = f(x), definované pro x v

okoĺı x0, které splňuje ”okrajovou podmı́nku”u
(n)
0 = pr(n)f(x0). Systém

je lokálně řešitelný, pokud je lokálně řešitelný v každém bodě S∆.

Důsledek: Pokud je ∆ analytický systém ve tvaru Kovalevské (1), potom
je ∆ lokálně řešitelný.

To, že systém neńı zadaný ve tvaru (1) neznamená, že neńı řešitelný.
Proto nás zaj́ımaj́ı systémy, kterou jsou do tvaru Kovalevské převeditelné.
Základńı podmı́nkou toho, aby byl systém převeditelný, je stejný počet
rovnic jako neznámých. Daľśı podmı́nky na převeditelnost vyplývaj́ı z
toho, že transformace mezi systémy muśı být lokálně invertibilńı a z
věty o implicitńı funkci.

Systémy převeditelné na tvar Kovalevské: Mějme systém ∆ν(y, u
(n)) =

0, ν = 1, . . . , q a transformaci

t = ψ(x), x = (x1, . . . , xp−1) = (y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . yp),

kde ψ je hladká reálná funkce s nenulovým gradientem ve zkoumaném

bodě y0: ψ(y0) ̸= 0 a i je vybráno tak, aby
∂ψ(y0)

∂yi
̸= 0 (lokálńı inverze).

T́ımto dostáváme systém

∆̃ν(x, u
(n)) = 0, ν = 1, . . . , q.

Tento systém je řešitelný, pokud je matice

Mαν =
∂∆̃ν(x0, t0, u

(n)
0

∂uαnt
α, ν = 1, . . . , q

neńı singulárńı, tedy detM ̸= 0. (implicitńı funkce)
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Definice: Necht’ ∆ je systém n-tého řádu diferenciálńıch rovnic, který má
stejný počet rovnic jako neznámých. Mějme bod (y0, u

(n)
0 ) ∈ S∆ a vy-

tvořme q × q matici polynomů

Mαν(ω) =
∑
#J=n

∂∆ν

∂uαJ
(y0, u

(n)
0 ) · ωJ ,

kde ω = (ω1, . . . , ωp), ωJ = ωj1ωj2 · · ·ωjn a ω = ∇ψ(y0).
Nenulová p-tice ω definuje necharakteristický směr (respektive charak-

teristický směr) pro ∆ v (y0, u
(n)
0 ) pokud M(ω) neńı singulárńı (re-

spektive je singulárńı). Nadrovina S = ψ(y) = c, ∇ψ ̸= 0 je necha-

rakteristická v (y0, u
(n)
0 ), pokud ω = ∇ψ(y0) určuje necharakteristický

směr.

Věta: Pokud je ∆(y, u(m)) = 0 analytický systém diferenciálńıch rovnic a S

je necharakteristická, analytická nadrovina pro ∆ v (y0, u
(m)
0 ), potom

existuje lokálńı analytické řešeńı Cauchyho problému

∆(y, u(m)) = 0,
∂ku

∂nk
= hk(y), x ∈ S, k = 0, . . . n− 1

v okoĺı y0 pro hk analytické funkce na S a ∂/∂n normálńı derivaci ve
směru nadroviny S.

Definice: Systém q diferenciálńıch rovnic ∆(x, u(n)) = 0 o q závidlých proměnných

u = (u1, . . . , uq) je normálńı v bodě (x0, u
(n)
0 ) ∈ S∆ pokud existuje

aspoň jeden necharakteristický směr ω pro ∆. Systém je normálńı, po-
kud je normálńı v každém bodě S∆.

Věta: Systém diferenciálńıch rovnic je normálńı v (y0, u
(n)
0 ) právě tehdy,

když existuje transformace proměnných (x, t) = χ(y), pro kterou je
systém ve tvaru Kovalevské v okoĺı bodu (x0, t0) = χ(x0).

Důsledek: Pokud je systém diferenciálńıch rovnic analytický a normálńı v
(y0, u

(n)
0 ), pak je lokálně řešitelný v (y0, u

(n)
0 ).

Definice: Necht’ ∆ je systém diferenciálńıch rovnic n-tého řádu a (x0, u
(n)
0 )

je okrajová podmı́nka.

(i) ∆ je přeurčený v (x0, u
(n)
0 ), jestliže pro nějaké k ≥ 0 existuj́ı ho-

mogenńı operátory k-tého řádu D1, . . . ,Dq, ne všechny nulové,

takové, že lineárńı kombinace
∑

Dν∆ν = Q všech rovnic v ∆(k)

v bodě (x0, u
(n)
0 ) zálež́ı pouze na derivaćıch u nejvýše řádu n+k−1
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a lineárńı kombinace Q se nevynuluje jako algebraický d̊usledek
∆(k−1).

(ii) ∆ je nedourčený v (x0, u
(n)
0 ), jestliže (i) existuje aspoň jedna množina

homogenńıch operátor̊u k-tého řádu D1, . . . ,Dq, ne všechny nulové

s t́ım, že
∑

Dν∆ν = Q zálež́ı na derivaćıch nejv́ıce (n + k − 1)-

tého řádu v bodě x0, a (ii) kdykoliv D1, . . . ,Dq splňuje podmı́nky
v části (i), Q se vynuluje jako algebraický d̊usledek předchoźıho
prodloužeńı ∆(k−1).

Př́ıklad: (Přeurčený systém): Mějme u = u(x, y) funkci dvou neznámých a
systém:

∂u

∂x
= f(x, y, u)

∂u

∂y
= g(x, y, u)

(3)

Potom podmı́nka kompatibility je, že u smı́̌sené derivace u nesmı́ záležet
na pořad́ı neznámých:

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x
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