32. Kompaktni a lokalné kompaktni pro-
story

1 Kompaktni prostory

Definice: Topologicky prostor X je kompaktni pokud kazdé jeho oteviené
pokryti méa konecné podpokryti.

Veéta: Topologicky podprostor Y topologického prostoru X je kompaktni
pravé tehdy, kdyz kazdé jeho pokryti mnozinami otevienymi v X obsahuje
konecné podpokryti.

Dukaz:

= Y C X je kompaktni
Necht (U;)ier je pokryti Y mnoZinami otevienymi v X. Potom (V});er,
Vi =U; NY je oteviené pokryti X a z kompaktnosti vim, ze existuje
koneénd mnozina J C I takova, ze |J V; =Y. Evidentné Y C | U;

ieJ =

< Predpokladame, ze kazdé pokryti Y mnozinami otevienymi v X, obsa-
huje konecné podpokryti.
Necht |J V; je libovolné oteviené pokryti Y. Vi € I 3U; oteviené v X

icl

takové, ze V; = U; N'Y (z indukované topologie).
Evidentne Y = UV, = UWU; NY) C YU Z predpokladu exis-

el el el

tuje konetnd mnozina J C I takova, ze |J D Y. Potom |V, =
i€J i€J

UWU;nY)=J U;NY =Y, tedy Y je kompaktni.

i€J ieJ

Véta:

a) Sjednoceni dvou kompaktnich mnozin je kompaktni mnozina.

(
(

Nechf A C B a B je kompaktni. Potom i A je kompaktni.

(c

(d) Prunik libovolného systému kompaktnich uzavienych mnozin je kom-
paktni uzaviena mnozina.

)

b) Pokud A je kompaktni a U oteviend, tak A — U je kompaktni.
)
)

Dukaz:



(a)

(b)

Necht (U;)ier je oteviené pokryti AU B. A a B jsou kompaktn{ =
L KCcl:Ac JU,Bc | U;. Potom AUuBC |J U

icJ 1€EK i€JUK

Necht A — U m4 oteviené pokryti |J U;. Potom |J U; UU je oteviené

i€l iel
pokryti A a protoze A je kompaktni, existuje koneéna mnozina J € I :
U U; C A-U
=

A C B a B je kompaktni. A C B. Nechf |J U; je oteviené pokryti
mnoziny A. Potom |JU; U X — A tvoif otleevlfené pokryti X a tedy
i B.7Z kompaktnost;GIB vime, ze existuje konecnd indexovd mnozina
J, pomoci které pokryjeme B. Potom |J U; pokryva i A a proto je
kompaktni. <

Necht (A;)icr je systém kompaktnich uzavienych podmnozin X. () A;
je uzaviend mnozina. Necht |J U; je oteviené pokryti Ay D [ A; Zzllatf
pro vsechna k). Potom mnozlieﬁ]y (Ui)iega X — [ A; pokryvzlf]é celé X a
tedy i AxVk. Ay, je kompaktni = m4 konecné pZ)Edeokrytl' = A C A
ma konecné pokryti a proto je kompaktni. !

Priklad: Prunik dvou kompaktnich mnozin nemusi byt kompaktni mnozina
prostor (NU {z1,22},7T)

topologie: T =2¥ U{NU {z1},NU {zo}}

{NU{z1} a {NU{zs} jsou kompaktni mnoziny a jejich prunik je N, coz neni
kompaktni mnozina

Veéta: Uzaviend podmnozina kompaktniho topologického prostoru X je kom-
paktni.

Véta: Necht f : X — Y je spojité zobrazeni topologickych prostoru a
A C X. Pokud je A kompaktni, tak je f(A) C Y také kompaktni.

Dukaz: Necht (V;);e; je oteviené pokryti f(A). Potom (f~1(V;))ier je oteviend
pokryti A. Z kompaktnosti A vime, ze dokazeme najit konecné podpokryti
(fY(Vi)ies, (Vi)ics pokryva f(A) a proto se jedna o kompaktni mnozZinu.



Disledek1: Faktorovy prostor kompaktniho prostoru je kompaktni.
Poznéamka: Faktorovy prostor je prostor reprezentantu tiid ekvivalence pro-
storu.

Disledek2: Kompaktni topologicky prostor neni homeomorfni s nekom-
paktnim topologickym prostorem.

Véta: Necht M je kompaktni mnozina v topologickém prostoru X a f :
X — Y spojité zobrazeni. Zobrazeni f|y; nabyva na M své extrémy.

Véta: Necht je mnozina A kompaktni. Potom kaZna nekoneénd podmnozina
A mé limitni bod. (Kazdé okoli X ma s A neprézdny prunik.

Priklad: X = Z, x Y, pficemz na Z, méame topologii kone¢nych doplnku
a na Y trividlni topologii. Potom X neni kompaktni, pokryti {n} x ¥ nem4
konecné podpokryti, ale je limit point kompaktni

Definice: Méjme topologicky prostor (X, 7). X se nazyva limit point kom-
paktni pokud kazné nekonecna podmnozina ma limitni bod.

X se nazyva sekvencidlné kompaktni pokud kazda posloupnost v X ma kon-
vergentni podposloupnost.

Véta: Necht X je metrizovatelny prostor. Potom ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) X je kompaktni
(ii) X je limit point kompaktni
(iii) X je sekvencidlné kompaktni

(dikaz u limit point spojitosti)



2 Kompaktni Hausdorffovy prostory

Véta:
(a) Kompaktni mnozina v Hausdorffové prostoru je uzaviena.

(b) Prunik libovolného systému kompaktnich mnozin v Hausdorffové topo-
logickém prostoru je kompaktni mnozina.

Dukaz:

(a) X Hausdorffuv, A C X.
Pokud X — A = @ potom A = X a A je uzaviend. Necht tedy X — A #
O, r € X — A je libovolny bod. Potom Vy € A existuje U, okolf
x a V, okoli y takové, ze U, NV, = O (z Hausdorffovosti prostoru).
Mnoziny V,, pokryvaji A a z kompaktnosti A J C I konecnd takova, ze

{Vi}ies pokryva A. Zéroven existuje {U.}ies a U = () U;, okoli bodu
ieJ

x. UNA=0. Proto U C X — A a z libovolnosti x plati, ze X — A je

oteviend. Proto je A uzavfena.

(b) Dostaneme z (a) a ¢asti (d) véty v minulé kapitole
Disledek: Kompaktni podmnozina metrizovatelného prostoru je uzaviend.

(Kazdy metrizovatelny prostor je Hausdorffuv.)

Véta: Spojitd bijekce kompaktniho topologického prostoru na Hausdorffuv
prostor je homeomorfismus.

Véta (Hein-Borel): A C R" je kompaktni prave tehdy, kdyz A je uzaviena
a ohranicena.
Dikaz:

= A je kompaktni a R" je Hausdorffuiv = A je uzaviena
7 kompaktnosti A vime, zZe ji lze pokryt kone¢nym poctem kouli =
Existuje koule s maximalnim polomérem a ta mnozinu A ohranicuje.

< A je uzaviena a ohrani¢end = A C uzavieny kvadr K, K je uzaviend
a kompaktni mnozina = A je kompaktni.

3 Limit point kompaktnost

Definice: Prostor X se nazyva limit point kompakini, pokud ma kazdé ne-
konecnd podmnozina X limitni bod.



Veéta: Kompaktnost implikuje limit point kompaktnost.

Definice: (X, 7). {x,}2, je posloupnost bodu X. X se nazyva sekvencidlné
kompaktni pokud kazda posloupnost v X ma konvergentni podposloupnost.

Véta: Necht X je metrizovatelny prostor. Potom ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) X je kompaktni
(ii) X je limit point kompaktni
(iii) X je sekvencidlné kompaktni

Dukaz:

(i) = (ii) X je kompaktni, A C X je nekoneénd podmnozina X. Chceme ukézet,
ze ma limitni bod. Sporem: Predpokldadejme, ze A nema limitni bod.
Potom obsahuje vsechny své limitni body = A = A (je uzaviend).
Déle Ya € A vybereme takové okoli U,, ze U, N A = {a}. Potom X
pokryjeme otevienymi mnozinami U, a X — A. Z kompaktnosti A vime,
ze z mnozin U, umime vybrat konetné podpokryti. X — AN A =0 a
U, vzdy obsahuje pouze jeden prvek z A = A by musela byt koneéna
- spor s predpoklady.

(ii) = (ili) X je limit point kompaktni. Uvazujme A = {z,,n € N}.
Pokud je A koneéna mnozina, Jx : x = x,, pro nekoneéné mnoho n.
= {x,} ma trividlné konvergentni podposloupnost.
Pokud je A nekoneéna mnozina, A ma limitni bod z. Pro posloupnost
{z,} definujeme podposloupnost z; € B(z,1),z,, € B(z,1), kterd
konverguje k x.

(iii) = (i) Nejdrive ukdzeme, ze pokud je X sekvencidlné kompaktni, tak plati
lemma o Lebesguoveé cisle, t.j. pokud mame oteviené pokryti X, tak
30 > 0 takové, ze pro kazdou podmnozinu A s diametrem< ¢§ existuje
prvek z pokryti, ve kterém je A obsazena. Sporem: Predpoklddejme,
7e 0 = Vn3ICn mnozina s diametrem < %, ktera neni obsazena v
zddné mnoziné z pokryti. Vn vybereme z, € C,. {x,} tvori posloup-
nost a z predpokladu plyne, ze obsahuje konvergentni podposloupnost,
které konverguje k a € A (mnozina z pokryti). A je otevfené = 30 >
0 : B(a,e) C A . Pokud je i dostatetné velké, plati 2 -~ < 5=0y
lezi v £ koh bodu Ty,. Laroven pokud je ¢ dostatecné velké, plati

3 O
d(xp,,a) < ' lezi v e okoli bodu a. Proto C,,, C A, coz je spor.



Déle ukazeme, ze pokud je X sekvencidlné kompaktni, tak Ve > 0 exis-
tuje kone¢né pokryti X otevienymi e-koulemi. Sporem: Predpokladjme,
ze Jde > 0 takové, ze X neumime pokryt koneénym poctem e-kouli.
Zkonstruujeme posloupnost {z,} : x; je libovolny bod z X, B(xy,€) #
X a xy11 ¢ B(xy,€) U--- U B(xp,€), z ¢ehoz vyplyva d(zpq1,2;) >
e Vi = 1,...n. Proto {z,} nemuze mit konvergentni podposloupnost,
COZ je spor.

Zbyva dokdzat, ze X je kompaktni. Necht A je oteviené pokryti X. Z
prvniho kroku vime, Ze mé Lebesguovo ¢islo . Necht ¢ = %, z druhého
kroku vime, ze existuje kone¢né pokryti X otevienymi e-koulemi, kde
kazda z nich ma prumér maximalné %‘5, a proto lezi v néjakém prvku
z A (dusledek Lebesguova lemma). Pokud pro kazdou kouli zvolime
jeden prvek z pokryti, dostaneme konecéné pokryti X.



4

Lokalni kompaktnost

Definice: X se nazyva lokdlné kompaktni, pokud pro kazdé x € X existuje
C kompaktni okoli.

Véta: X je lokdlné kompaktni Hausdorffuv prostor pravé tehdy, kdyz exis-
tuje prostor Y, pro kterd plati:

(1)
(i)
(iii)

X je podprostor Y
Y\ X obsahuje jediny bod

Y je kompaktni Hausdorffuv prostor.

Pokud existuji Y a Y’ dva prostory spliujici dané podminky, pak existuje
f Y — Y’ homeomorfismus takovy, ze f|x = id

Dukaz:

1.krok

2 krok

(nejdifve konec) Necht Y a Y’ jsou dva prostory takové, ze h : Y —
Y'.p—q,h|x =id. U oteviend v Y < h(U) je oteviend v Y.

p& U= h(U)=U,U jeoteviend vY a X C Y, proto je oteviena i v
X, a protoze X je oteviend v Y, jei U oteviend v Y.

pe U, C =Y —U jeuzaviena v Y = (' je kompaktni. C C X C
Y’ = C je kompaktni podprostor Y’, Y’ je Hausdorffuv, C' je uzavieny
vY' =Y —C=h(U) je otevieny v Y.

X je lokélné kompaktni Hausdorffuv, vezmeme a ¢ X. Y = X Ua a
zavedeme topologii: oteviené mnoziny jsou oteviené mnoziny v X a
VY — C, kde C je kompaktni podprostor X. (je tfeba dokazat, ze se
jedné o topologii). Ted ukézeme, ze X je podprostor Y. U oteviend v
Y, UNX=U.U=Y-C= (Y -C)NnX =X —C oteviend v X
(...7)

Y je kompaktni: Necht A je oteviené pokryti Y. A musi obsahovat i
mnozinu tvaru Y — C, protoze zadné z mnozin 1. typu neobsahuji bod
a. Vezmeme mnoziny z A kromé téch ve tvaru Y — C, to je pokryti
X a z néj existuje konecné podpokryti, protoze X je kompaktni. Plus
vezmeme jednu mnozinu Y — C' a stdle mame konecné pokryti.

Y je Hausdorffuv: Pokud =,y € X, neni co dokazovat (X je Hausdorffuv),
zajima nas tedy pripad z € X,y = a ¢ X. X je lokdlné kompaktni
= JC kompaktni okoli x obsahujici U. Potom Y — C' je okoli a a
uny —-Cc=0



3.krok (opaénd implikace) Necht existuje Y spliujici podminky véty. Potom
X je Hausdorffuv. Chceme ukazat, ze Vx € X je X lokélné kompaktni.
a €Y — X jediny bod, x € U,a € V okoli. Z Hausdorffovosti vime, ze
UNV =0.C =Y —V jeuzaviena v Y = C je kompaktni podprostor
Y a obsahuje U.

Mohou nastat dvé situace - X je kompaktni = Y dostaneme pridanim 1 izo-
lovaného bodu, nebo X neni kompaktni = X =Y

Definice: Pokud je Y kompaktni Hausdorffuv prostor a X C Y takovy, ze
X =Y, potom Y se nazyva kompaktifikace X. Pokud Y\ X = {a}, potom Y
se nazyva jednobodova kompaktifikace X.

Véta: Necht X je Hausdorffitv prostor. Potom X je lokdlné kompaktni pravée
tehdy, kdyz Vz € X a VU, okoli bodu x existuje V,, okoli bodu x takové, ze
U, je kompaktni a V C U.

Dusledek: Necht X je lokdlné kompaktni Hausdorffuv prostor a A C X pod-
prostor. Pokud je A uzavieny nebo otevieny v X, tak je A lokalné kompaktni.

Disledek: X je homeomorfni k otevienému podprostoru kompaktniho Hausdor-
ffova prostoru praveé tehdy, kdyz je X lokalné kompaktni Hausdorffuv.



