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1 Základy obecné topologie

Definice: Topologie na množiněX je množina T jejich podmnožin s následuj́ıćımi
vlastnostmi:

• A,B ∈ T ⇒A∩B ∈ T

• Aα ∈ T ∀α ⇒
⋃

α Aα ∈ T

• Ø ∈ T , X ∈ T

Prvky množiny T se nazývaj́ı otevřené množiny. Doplňky otevřených množin
se nazývaj́ı uzavřené množiny.

Př́ıklady:

• Antidiskrétńı (triviálńı) topologie: T = {Ø, X}

• Diskrétńı topologie: T = 2X

Definice:Okoĺım bodu a v topologickém prostoru je libovolná otevřená množina
obsahuj́ıćı a.

Definice: Topologický prostor se nazývá Hausdorffuv, pokud pro každé dva
r̊uzné body existuj́ı disjunktńı okoĺı. Jinak řečeno ∀x, y ∈ X,x ̸= y ∃Ux okoĺı x
a Uy okoĺı y : Ux ∩ Uy = Ø

Definice: Báze topologie je systém B otevřených množin takový, že každá
otevřená množina je sjednoceńım prvk̊u z B:

U ∈ T ⇒ ∃Bα ∈ B : U =
⋃
α

Bα

Subbáze topologie je systém S otevřených množin takový, že jejich konečné
pr̊uniky tvoř́ı bázi:

{
n⋂

j=1

Uj , Uj ∈ S, n ∈ N}

Věta: Pro každou bázi B plat́ı

(i)
⋃

U∈B = X

(ii) U1, U2 ∈ Bax ∈ U1 ∩ U2 ⇒ ∃U3 ∈ B : U3 ⊂ U1 ∩ U2

Naopak každý systém B podmnožin X splňuj́ıćı tyto dva axiomy je báźı nějaké
(jednoznačně určené) topologie na X.

Definice: Dlouhou posloupnost́ı v množině X nazýváme soubor jej́ıch prvk̊u
{xn}n∈N , indexovaný nějakou usměrněnou množinou N .

Věta: Něcht’ X,Y jsou topologické prostory, f : X → Y je zobrazeńı a x ∈ X.
Pak jsou tato tvrzeńı ekvivalentńı:
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(i) f je spojité v x

(ii) pro každou dlouhou posloupnost xn → x v X plat́ı

Věta:Množina F v topologickém prostoru je uzavřená, právě tehdy když, každá
dlouhá posloupnost, která má limitu a všechny jej́ı členy lež́ı v F , má limitu v
F .
Definice: Necht’ A je podmnožina topologického prostoru X.

(1) Uzávěr Ā množina A je pr̊unik všech uzavřených množin obsahuj́ıćıch A:

A :=
⋂

A⊂F

F

(2) Vnitřek IntAmnožiny A je sjednoceńı všech otevřených množin obsažených
v A:

IntA :=
⋃

U⊂A

U

(3) Hranice ∂A množiny A je množina všech bod̊u takových, že každé jejich
okoĺı obsahuje jak bod z A, tak bod mimo A:

x ∈ ∂A ⇔ [Uokoĺı x ⇒ (U ∩A ̸= Ø & U\A ̸= Ø)]
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2 Metrické prostory

Definice: Metrikou na množině X nazýváme zobrazeńı d : X × X → [0;∞)
takové, že:

(1) d(x, z) < d(x, y) + d(y, z)∀x, y, z ∈ X trojúhelńıhová nerovnost

(2) d(x, y) = d(y, x)∀x, y ∈ X symetričnost

(3) d(x, y) = 0 ⇔ x = y

Množina X spolu s metrikou d tvoř́ı metrický prostor (X, d).

Př́ıklady:

• (R, d), d := |x− y|

• (Rn, d), d :=
∑n

j=1 |xj − yj |

• (Rn, d), d := maxj |xj − yj |

Definice: Necht’X je metrický prostor s metrikou d. Otevřenou kouĺı se středem
v x ∈ X a poloměrem r > 0 nazýváme množinu

B(x, r) := {y ∈ X : d(x, y) < r}

Uzavřenou kouĺı nazýváme množinu

B(x, r) := {y ∈ X : d(x, y) ≤ r}

Věta:Definujme na metrickém prostoruX následuj́ıćı systémO jeho podmnožin:
U ⊂ X patř́ı do O právě tehdy když spolu s každým svým bodem x obsahuje
také nějakou otevřenou kouli B(x, r). Pak O je topologie na X. (indukovaná
metrikou)

Věta: Posloupnost bod̊u xn metrického prostoru konverguje (v indukované to-
pologii) k bodu x právě tehdy, když posloupnost č́ısel d(xn, x) konverguje k
nule:

xn → x ⇔ d(xn, x) → 0

Věta: Necht’ X,Y jsou dva metrické prostory a f : X → Y . Pak následuj́ıćı
tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(i) f je spojité v x ∈ X

(ii) xn → x ∈ X ⇒ f(xn) → f(x) ∈ Y

(iii) ∀ϵ > 0 ∃δ > 0 : dX(x, y) < δ ⇒ dY (f(x), f(y)) < ϵ

Věta: Necht’ X,Y jsou dva metrické prostory a f : X → Y . Pak následuj́ıćı
tvrzeńı jsou ekvivalentńı:
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(i) f je spojité na X

(ii) vzor libovolné otevřené množiny v Y při zobrazeńı f je otevřená množina
v X

Definice: Posloupnost xn bod̊u v metrickém prostoru X se nazývá Cauchy-
ovská, pokud ∀ϵ > 0∃N : m,m ≥ N ⇒ d(xm, xn) < ϵ.
Opačná implikace plat́ı pouze pro úplné prostory.
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3 Zúplněńı metrického prostoru

Definice: Necht’ (X1, d1), (X2, d2) jsou dva metrické prostory. f : X1 → X2 se
nazývá izometrie pokud d1(x, y) = d2(f(x), f(y)) ∀x, y ∈ X1. Metrické prostory
jsou izometrické, pokud mezi nimi existuje izometrie.

Definice: Izometrie f : X1 → X2, kde X2 je úplný metrický prostor, a taková,
že f(X1) je hustá množina v X2, se nazývá zúplněńı metrického prostoru X1.

Hausdorffova věta o zúplněńı metrického prostoru: Každý metrický pro-
stor je izometrický s podprostorem úplného metrického prostoru.

Důkaz:
(X, d) metrický prostor

Necht’ S = {xi}, T = {yi} jsou dvě Cauchyovské posloupnosti v X.
∀i, j plat́ı d(xi, yi) ≤ d(xi, xj) + d(xj , yj) + d(yj , yi)
takže d(xi, yi)− d(xj , yj) ≤ d(xi, xj) + d(yj , yi)
podobně d(xj , yj)− d(xi, yi) ≤ d(xi, xj) + d(yj , yi)
Proto |d(xi, yi)− d(xj , yj)| ≤ d(xi, xj) + d(yj , yi) ∀i, j ∈ N
Necht’ ϵ > 0 je libovolné. Potom ∃n0 : ∀i, j ≥ n0 : d(xi, xj) <

ϵ
2 a d(yi, yj) <

ϵ
2

⇒ |d(xi, yi) − d(xj , yj)| ≤ ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ ⇒ {d(xi, yi)} je Cauchyovská v R a z
úplnosti R plyne, že ∃ lim

i→∞
d(xi, yi) = d′(S, T ).

Pomoćı této funkce d′ definujeme na množině všech Cauchyovských posloup-
nost́ı relaci ekvivalence: d′(S, T ) = 0 ⇔ S ∼ T . Evidentně je reflexivńı, sy-
metrická a tranzitivńı. Položme d′′([S], [T ]) = d′(S, T ). Ukažme nejdř́ıve, že
d′′ nezálež́ı na volbě reprezentant̊u tř́ıd: Mějme S′, T ′ jiné reprezentanty tř́ıd
[S], [T ].
d′(S′, T ′) ≤ d′(S′, S) + d′(S, T ) + d′(T, T ′) = d′(S, T ) opačná nerovnost plat́ı
také a proto d′(S′, T ′) = d′(S, T )

Označme ϵX množinu všech tř́ıd Cauchyovských posloupnost́ı v metrickém
prostoru X. d′′ je metrika na ϵX:

1. d′′ ≥ 0

2. d′′([S], [T ]) = d′′([T ], [S])

3. d′′([S], [T ]) = d′′([S], [U ]) + d′′([U ], [T ]) (limitńım přechodem z d′,
d′(S, T ) ≤ d′(S,U) + d′(U, T ) a to plat́ı z d(xi, yi) ≤ d(xi, zi) + d(zi, yi))

Ted’ ukážeme, že (ϵX, d′′) je úplný metrický prostor.
Necht’ [S1], [S2], ... je libovolná Cauchyovská posloupnost v ϵX. Zvoĺıme repre-
zentanta tř́ıdy [Si] a označ́ıme Si = {xi,j}. ⇒ ∀i∀ϵ = ϵ

3 > 0 ∃ni : ∀k, l ≥ ni :
d(xi,k, xi,l) <

ϵ
3 (∗)

Definujeme S = (x1,n1 , x2,n2 , x3,n3 ...).Ukážeme, že S je Cauchyovská v X a
[S1], [S2], ..., [Sn] konverguj́ı k S: {[Sn]} je Cauchyovská v ϵX ⇒ ∀ ϵ

3 > 0 ∃n0 :
∀m,n ≥ n0 : d′′([Sm], [Sn]) <

ϵ
3 ⇒ d′(Sm, Sn) <

ϵ
3 ⇒ lim

j→∞
d(xm,j , xn,j) <

ϵ
3 ⇒

∃η0 : ∀j ≥ η0, m, n ≥ n0 : d(xm,j , xn,j) <
ϵ
3 (∗∗)
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Pomoćı trojúhelńıkové nerovnosti spoj́ıme (∗) a (∗∗) a dostaneme:
∀ϵ > 0 ∃η : ∀i, j ≥ η ⇒ d(xi,ni

, xj,nj
) < ϵ, což znamená, že S je Cauchyovská

posloupnost. Stač́ı ukázat, že [S1], [S2], ..., [Sn] konverguje k [S]:
d′′([Si], [S]) = d′(Si, S) = lim

j→∞
d(xi,j , xj,nj

)

a zároveň d(xi,j , xj,nj
) ≤ d(xi, j, xi,ni

) + d(xi,ni
, xj,nj

)
Potom plat́ı ∀ϵ = ϵ

6 ∃ni : ∀k, l ≥ ni ⇒ d(xi,j , xj,nj
) < ϵ ⇒ lim

j→∞
d(xi,j , xj,nj

) < ϵ

Proto pro ∀i ≥ η plat́ı d′′([Si], [S]) ≤ ϵ ⇔ [S] = limi→∞ a t́ım jsme dokázali,
že ϵX je metrický prostor. Pro x ∈ X polož́ıme f(x) = [x], kde x označuje
tř́ıdu v ϵX obsahuj́ıćı posloupnost (x, x, x, ...). Pro libovolné x, y ∈ X máme
d′′(f(x), f(y)) = lim

j→∞
d(xj , yj) = d(x, y) a plat́ı ¯f(X) = ϵX.

T́ım máme dokázáno, že f : X → ϵX je izometrie a d̊ukaz je hotov.

Důsledek: Ke každému metrickému prostoru existuje jeho zúplněńı.
Důsledek:Každá Cauchyovská posloupnost v metrickém prostoru je ohraničená.
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4 Kompaktńı prostory

Definice: Topologický prostor X je kompaktńı pokud každé jeho otevřené po-
kryt́ı má konečné podpokryt́ı.

Věta: Topologický podprostor Y topologického prostoru X je kompaktńı právě
tehdy, když každé jeho pokryt́ı množinami otevřenými v X obsahuje konečné
podpokryt́ı.

Důkaz:

⇒ Y ⊂ X je kompaktńı
Necht’ (Ui)i∈I je pokryt́ı Y množinami otevřenými v X. Potom (Vi)i∈I ,
Vi = Ui ∩ Y je otevřené pokryt́ı X a z kompaktnosti v́ım, že existuje
konečná množina J ⊂ I taková, že

⋃
i∈J

Vi = Y . Evidentně Y ⊂
⋃
i∈J

Ui

⇐ Předpokládáme, že každé pokryt́ı Y množinami otevřenými v X, obsahuje
konečné podpokryt́ı.
Necht’

⋃
i∈I

Vi je libovolné otevřené pokryt́ı Y. ∀i ∈ I ∃Ui otevřené v X

takové, že Vi = Ui ∩ Y (z indukované topologie).
Evidentně Y =

⋃
i∈I

Vi =
⋃
i∈I

(Ui ∩ Y ) ⊂
⋃
i∈I

Ui. Z předpokladu existuje

konečná množina J ⊂ I taková, že
⋃
i∈J

⊃ Y . Potom
⋃
i∈J

Vi =
⋃
i∈J

(Ui∩Y ) =⋃
i∈J

Ui ∩ Y = Y , tedy Y je kompaktńı.

Věta:

(a) Sjednoceńı dvou kompaktńıch množin je kompaktńı množina.

(b) Pokud A je kompaktńı a U otevřená, tak A− U je kompaktńı.

(c) Necht’ A ⊂ B a B̄ je kompaktńı. Potom i Ā je kompaktńı.

(d) Pr̊unik libovolného systému kompaktńıch uzavřených množin je kompaktńı
uzavřená množina.

Důkaz:

(a) Necht’ (Ui)i∈I je otevřené pokryt́ı A ∪B. A a B jsou kompaktńı ⇒
∃J,K ⊂ I : A ⊂

⋃
i∈J

Ui, B ⊂
⋃

i∈K

Ui. Potom A ∪B ⊂
⋃

i∈J∪K

Ui.

(b) Necht’ A − U má otevřené pokryt́ı
⋃
i∈I

Ui. Potom
⋃
i∈I

Ui ∪ U je otevřené

pokryt́ı A a protože A je kompaktńı, existuje konečná množina J ∈ I :⋃
i∈J

Ui ⊂ A− U
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(c) A ⊂ B a B̄ je kompaktńı. Ā ⊂ B̄. Necht’
⋃
i∈I

Ui je otevřené pokryt́ı množiny

Ā. Potom
⋃
i∈I

Ui ∪ X − Ā tvoř́ı otevřené pokryt́ı X a tedy i B̄. Z kom-

paktnosti B̄ v́ıme, že existuje konečná indexová množina J , pomoćı které
pokryjeme B̄. Potom

⋃
i∈J

Ui pokrývá i Ā a proto je kompaktńı.

(d) Necht’ (Ai)i∈I je systém kompaktńıch uzavřených podmnožin X.
⋂
i∈I

Ai je

uzavřená množina. Necht’
⋃
i∈J

Ui je otevřené pokryt́ı Ak ⊃
⋂
i∈I

Ai (plat́ı pro

všechna k). Potom množiny (Ui)i∈J a X −
⋂
i∈I

Ai pokrývaj́ı celé X a tedy

i Ak∀k. Ak je kompaktńı ⇒ má konečné podpokryt́ı ⇒
⋂
i∈I

Ai ⊂ Ak má

konečné pokryt́ı a proto je kompaktńı.

Př́ıklad: Pr̊unik dvou kompaktńıch množin nemuśı být kompaktńı množina
prostor (N ∪ {x1, x2}, T )
topologie: T = 2X ∪ {N ∪ {x1},N ∪ {x2}}
{N ∪ {x1} a {N ∪ {x2} jsou kompaktńı množiny a jejich pr̊unik je N, což neńı
kompaktńı množina

Věta: Uzavřená podmnožina kompaktńıho topologického prostoru X je kom-
paktńı.

Věta: Necht’ f : X → Y je spojité zobrazeńı topologických prostor̊u a A ⊂ X.
Pokud je A kompaktńı, tak je f(A) ⊂ Y také kompaktńı.

Důkaz:Necht’ (Vi)i∈I je otevřené pokryt́ı f(A). Potom (f−1(Vi))i∈I je otevřené
pokryt́ı A. Z kompaktnosti A v́ıme, že dokážeme naj́ıt konecné podpokryt́ı
(f−1(Vi))i∈J , (Vi)i∈J pokrývá f(A) a proto se jedná o kompaktńı množinu.

Důsledek1: Faktorový prostor kompaktńıho prostoru je kompaktńı.
Poznámka: Faktorový prostor je prostor reprezentant̊u tř́ıd ekvivalence prostoru.
Důsledek2:Kompaktńı topologický prostor neńı homeomorfńı s nekompaktńım
topologickým prostorem.

Věta: Necht’ M je kompaktńı množina v topologickém prostoru X a f : X → Y
spojité zobrazeńı. Zobrazeńı f |M nabývá na M své extrémy.

Věta: Necht’ je množina A kompaktńı. Potom kažná nekonečná podmnožina A
má limitńı bod. (Každé okoĺı X má s A neprázdný pr̊unik.

Př́ıklad: X = Z+ × Y , přičemž na Z+ máme topologii konečných doplňk̊u
a na Y triviálńı topologii. Potom X neńı kompaktńı, pokryt́ı {n} × Y nemá
konečné podpokryt́ı, ale je limit point kompaktńı
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Definice:Mějme topologický prostor (X, T ).X se nazývá limit point kompaktńı
pokud kažná nekonečná podmnožina má limitńı bod.
X se nazývá sekvenciálně kompaktńı pokud každá posloupnost v X má konver-
gentńı podposloupnost.

Věta: Necht’ X je metrizovatelný prostor. Potom následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvi-
valentńı:

(i) X je kompaktńı

(ii) X je limit point kompaktńı

(iii) X je sekvenciálně kompaktńı

(d̊ukaz u limit point spojitosti)
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5 Kompaktńı Hausdorffovy prostory

Věta:

(a) Kompaktńı množina v Hausdorffově prostoru je uzavřená.

(b) Pr̊unik libovolného systému kompaktńıch množin v Hausdorffově topolo-
gickém prostoru je kompaktńı množina.

Důkaz:

(a) X Hausdorffuv, A ⊂ X.
Pokud X−A = Ø potom A = X a A je uzavřená. Necht’ tedy X−A ̸= Ø,
x ∈ X−A je libovolný bod. Potom ∀y ∈ A existuje Ux okoĺı x a Vy okoĺı y
takové, že Ux∩Vy = Ø (z Hausdorffovosti prostoru). Množiny Vy pokrývaj́ı
A a z kompaktnosti A J ⊂ I konečná taková, že {V i

y}i∈J pokrývá A.

Zároveň existuje {U i
x}i∈J a U =

⋂
i∈J

Ui, okoĺı bodu x. U ∩ A = Ø. Proto

U ⊂ X − A a z libovolnosti x plat́ı, že X − A je otevřená. Proto je A
uzavřená.

(b) Dostaneme z (a) a části (d) věty v minulé kapitole

Důsledek:Kompaktńı podmnožina metrizovatelného prostoru je uzavřená. (Každý
metrizovatelný prostor je Hausdorffuv.)

Věta: Spojitá bijekce kompaktńıho topologického prostoru na Hausdorffuv pro-
stor je homeomorfismus.

Věta (Hein-Borel): A ⊂ Rn je kompaktńı právě tehdy, když A je uzavřená a
ohraničená.

Důkaz:

⇒ A je kompaktńı a Rn je Hausdorffuv ⇒ A je uzavřená
Z kompaktnosti A v́ıme, že ji lze pokrýt konečným počtem kouĺı ⇒ Exis-
tuje koule s maximálńım poloměrem a ta množinu A ohraničuje.

⇐ A je uzavřená a ohraničená ⇒ A ⊂ uzavřený kvádr K, K je uzavřená a
kompaktńı množina ⇒ A je kompaktńı.

10



6 Souvislost a kompaktnost

Definice: Necht’ (X, T ) topologický prostor. Rozděleńı X je dvojice U, V ∈ T ,
U ∩ V = Ø, U ̸= Ø, V ̸= Ø, U ∪ V = X. Prostor X se nazývý souvislý, pokud
neexistuje rozděleńı X.

Věta: X je souvislý právě tehdy, když jediné množiny, které jsou zároveň
otevřené i uzavřené, jsou Ø a X.

Lemma: Y ⊂ X je podprostor. Rozděleńı Y je A ∪ B, kde žádné z A a B
neobsahuje limitńı bod z té druhé množiny.

Lemma: Pokud X = C ∪D je rozděleńı X a Y je souvislý podprostor X, tak
Y ⊂ C nebo Y ⊂ D.

Věta: Sjednoceńı souvislých podprostor̊u X, které maj́ı aspoň 1 společný bod,
je souvislá množina.

Věta: Necht’ A je souvislý podprostor X. Pokud A ⊂ B ⊂ A, potom je B také
souvislá.

Věta: Necht’ f : X → Y spojité zobrazeńı a X souvislá množina. Potom f(X)
je souvislá v Y .

Věta: Konečný kartézský součin souvislých prostor̊u je souvislá množina.

6.1 Zevšeobecněńı věty o středńı hodnotě

Definice: Jednoduše uspořádaná množina L, která má v́ıce než jeden prvek se
nazývá lineárńı kontinuum pokud plat́ı:

(i) Každá neprázdná podmnožina L, která je ohraničená, má supremum.

(ii) Pokud x < y, pak existuje z takové, že x < z < y.

Věta: Pokud je L lineárńı kontinuum, tak L je souvislá a souvislé jsou i inter-
valy (i nekonečné) v L.

Věta o středńı hodnotě: Necht’ f : X → Y je spojité zobrazeńı, X je souvislý
a Y je uspořádaná množina. Pokud a, b ∈ X a f(a) < r < f(b), potom ∃c ∈ X
takové, že f(c) = r.
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7 Path souvislost a lokálńı souvislost

Definice: Necht’ x, y ∈ X, cesta z x do y je spojité zobrazeńı f : [a, b] → X
takové, že f(a) = x a f(b) = y. X se nazývá path souvislá, pokud každá dvojice
bod̊u z X může být spojená cestou.

Definice: X,x ∼ y pokud existuje souvislý podprostor X, který obsahuje x i y.
Tř́ıdy ekvivalence se nazývaj́ı komponenty X.

Věta: Komponenty X jsou souvislé podprostory X, které jsou disjunktńı, jejich
sjednoceńı je celé X a každý neprázdný souvislý podprostor X má neprázdný
pr̊unik nejv́ıce s jednou komponentou.

Definice: Definujeme relaci ekvivalence na X jako x ∼ y pokud existuje cesta
z x do y v X. Tř́ıdy ekvivalence v této relaci tvoř́ı path komponenty.

Věta: Path komponenty X jsou path souvislé podprostory X, které jsou dis-
junktńı, jejich sjednoceńı je celé X a každý neprázdný path souvislý podprostor
X má neprázdný pr̊unik nejv́ıce s jednou komponentou.

Př́ıklad:
S = {[x, sin( 1x )], 0 < x ≤ 1} - topologická sinusoida

S = S ∪ [−1, 1] - jej́ı uzávěr (spolu s intervalem na př́ımce)
S je path csouvislý, ale S̄ neńı.
S i S̄ jsou souvislé.

Definice: X se nazývá lokálně souvislý v x pokud pro každé U okoĺı bodu x
existuje V souvislé okoĺı bodu x, které je obsaženo v U . Pokud je X lokálně
souvislý v každém bodě, pak ř́ıkámě, že X je lokálně souvislý.
Analogicky X se nazývá lokálně path souvislý v x pokud pro každé U okoĺı bodu
x existuje V path souvislé okoĺı bodu x, které je obsaženo v U . Pokud je X
lokálně path souvislý v každém bodě, pak ř́ıkámě, že X je lokálně path souvislý.

Věta:X je lokálně souvislý právě tehdy, když pro každou otevřenou podmnožinu
X plat́ı, že každý jej́ı souvislý komponent je otevřený v X.

Věta: X je lokálně path souvislý právě tehdy, když pro každou otevřenou
podmnožinu X plat́ı, že každý jej́ı path souvislý komponent je otevřený v X.

Věta: X topologický prostor. Každý path souvislý komponent X lež́ı v nějakém
souvislém komponentu X. Pokud je X lokálně path souvislý, potom jsou sou-
vislé a path souvislé komponenty totožné.

Věta: Součin konečně mnoha kompaktńıch prostor̊u je kompaktńı.
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Definice: Množina ε podmnožin množiny X má vlastnost konečného pr̊uniku,
pokud pro každou konečnou podmnožinu C = C1, C2, ..., Cn plat́ı, že
C1 ∩ C2 ∩ ... ∩ Cn ̸= Ø

Věta: Něcht’ X je topologický prostor. X je kompaktńı právě tehdy, když
pro každou množinu uzavřených podmnožin C, která má vlastnost konečného
pr̊uniku plat́ı, že

⋂
Ci∈C

Ci ̸= Ø

Důkaz: Uvažujeme k množinám z C jejich doplňky X − Ci, které jsou
uzavřené. Z De Morganových pravidel X − (

⋃
α∈J

Cα) =
⋂

j∈J(X − Cα) plyne:

C pokrývá X ⇔
⋂

Ci∈C
X − Ci = Ø

Konečná množina Ci pokrývá X ⇔
k⋂

i=1

X − Ci = Ø

X je kompaktńı ⇔ Pro každou množinu otevřených podmnožin Ai = X − Ci

plat́ı, že pokud A pokrývá X, potom nějaká konečná podmnožina A pokrývá
X.
⇔ Pokud máme množinu otevřených podmnožin A, pro které plat́ı, že žádná
konečná podmnožina této množiny nepokrývá X, potom ani A nepokrývá X.
(dodělat něco třeba)

Věta - Lebesguovo č́ıslo: Necht’ A je otevřené pokryt́ı metrického prostoru
(X, d). Pokud X je kompaktńı, tak ∃δ > 0 takové, že pro každou podmnožinu
X, pro kterou sup{d(a1, a2), a1, a2 ∈ A} < δ existuje prvek z A, který ji obsa-
huje.

Věta - o rovnoměrné spojitosti: Necht’ f : X → Y je spojité zobrazeńı kom-
paktńıho metrického prostoru (X, d1) do metrického prostoru (Y, d2). Potom f
je rovnoměrně spojité.
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8 Limit point kompaktnost

Definice: Prostor X se nazývá limit point kompaktńı, pokud má každá ne-
konečná podmnožina X limitńı bod.

Věta: Kompaktnost implikuje limit point kompaktnost.

Definice: (X, T ). {xn}∞i=1 je posloupnost bod̊u X. X se nazývá sekvenciálně
kompaktńı pokud každá posloupnost v X má konvergentńı podposloupnost.

Věta: Necht’ X je metrizovatelný prostor. Potom následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvi-
valentńı:

(i) X je kompaktńı

(ii) X je limit point kompaktńı

(iii) X je sekvenciálně kompaktńı

Důkaz:

(i) ⇒ (ii) X je kompaktńı, A ⊂ X je nekonečná podmnožina X. Chceme ukázet,
že má limitńı bod. Sporem: Předpokládejme, že A nemá limitńı bod. Po-
tom obsahuje všechny své limitńı body ⇒ Ā = A (je uzavřená). Dále
∀a ∈ A vybereme takové okoĺı Ua, že Ua ∩A = {a}. Potom X pokryjeme
otevřenými množinami Ua a X −A. Z kompaktnosti A v́ıme, že z množin
Ua umı́me vybrat konečné podpokryt́ı. X−A∩A = Ø a Ua vždy obsahuje
pouze jeden prvek z A ⇒ A by musela být konečná - spor s předpoklady.

(ii) ⇒ (iii) X je limit point kompaktńı. Uvažujme A = {xn, n ∈ N}.
Pokud je A konečná množina, ∃x : x = xn pro nekonečně mnoho n.
⇒ {xn} má triviálně konvergentńı podposloupnost.
Pokud je A nekonečná množina, Amá limitńı bod x. Pro posloupnost {xn}
definujeme podposloupnost x1 ∈ B(x, 1), xni

∈ B(x, 1
i ), která konverguje

k x.

(iii) ⇒ (i) Nejdř́ıve ukážeme, že pokud jeX sekvenciálně kompaktńı, tak plat́ı lemma
o Lebesguově č́ısle, t.j. pokud máme otevřené pokryt́ı X, tak ∃δ > 0 ta-
kové, že pro každou podmnožinu A s diametrem< δ existuje prvek z po-
kryt́ı, ve kterém je A obsažena. Sporem: Předpokládejme, že ∄δ ⇒ ∀n∃Cn
množina s diametrem < 1

n , která neńı obsažena v žádné množině z pokryt́ı.
∀n vybereme xn ∈ Cn. {xn} tvoř́ı posloupnost a z předpokladu plyne, že
obsahuje konvergentńı podposloupnost, které konverguje k a ∈ A (množina
z pokryt́ı). A je otevřená ⇒ ∃δ > 0 : B(a, ϵ) ⊂ A . Pokud je i dostatečně
velké, plat́ı 1

ni
< ϵ

2 ⇒ Cni lež́ı v ϵ
2 okoĺı bodu xni . Zároveň pokud je i

dostatečně velké, plat́ı d(xni
, a) < ϵ

2 ⇒ Cni
lež́ı v ϵ okoĺı bodu a. Proto

Cni
⊂ A, což je spor.

Dále ukážeme, že pokud je X sekvenciálně kompaktńı, tak ∀ϵ > 0 exis-
tuje konečné pokryt́ı X otevřenými ϵ-koulemi. Sporem: Předpokládjme, že
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∃ϵ > 0 takové, že X neumı́me pokrýt konečným počtem ϵ-kouĺı. Zkonstru-
ujeme posloupnost {xn} : x1 je libovolný bod z X, B(x1, ϵ) ̸= X a xn+1 /∈
B(x1, ϵ) ∪ · · · ∪ B(xn, ϵ), z čehož vyplývá d(xn+1, xi) ≥ ϵ ∀i = 1, . . . n.
Proto {xn} nemůže mı́t konvergentńı podposloupnost, což je spor.
Zbývá dokázat, že X je kompaktńı. Necht’ A je otevřené pokryt́ı X. Z
prvńıho kroku v́ıme, že má Lebesguovo č́ıslo δ. Necht’ ϵ = δ

3 , z druhého
kroku v́ıme, že existuje konečné pokryt́ı X otevřenými ϵ-koulemi, kde
každá z nich má pr̊uměr maximálně 2δ

3 , a proto lež́ı v nějakém prvku
z A (d̊usledek Lebesguova lemma). Pokud pro každou kouli zvoĺıme jeden
prvek z pokryt́ı, dostaneme konečné pokryt́ı X.
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9 Lokálńı kompaktnost

Definice: X se nazývá lokálně kompaktńı, pokud pro každé x ∈ X existuje C
kompaktńı okoĺı.

Věta: X je lokálně kompaktńı Hausdorffuv prostor právě tehdy, když existuje
prostor Y , pro která plat́ı:

(i) X je podprostor Y

(ii) Y \X obsahuje jediný bod

(iii) Y je kompaktńı Hausdorffuv prostor.

Pokud existuj́ı Y a Y ′ dva prostory splňuj́ıćı dané podmı́nky, pak existuje
f : Y → Y ′ homeomorfismus takový, že f |X = id

Důkaz:

1.krok (nejdř́ıve konec) Necht’ Y a Y ′ jsou dva prostory takové, že h : Y →
Y ′, p 7→ q, h|X = id. U otevřená v Y ⇔ h(U) je otevřená v Y ′.
p /∈ U ⇒ h(U) = U , U je otevřená v Y a X ⊂ Y , proto je otevřená i v X,
a protože X je otevřená v Y , je i U otevřená v Y .
p ∈ U , C = Y −U je uzavřená v Y ⇒ C je kompaktńı. C ⊂ X ⊂ Y ′ ⇒ C
je kompaktńı podprostor Y ′, Y ′ je Hausdorffuv, C je uzavřený v Y ′ ⇒
Y ′ − C = h(U) je otevřený v Y ′.

2.krok X je lokálně kompaktńı Hausdorffuv, vezmeme a /∈ X. Y = X ∪ a a zave-
deme topologii: otevřené množiny jsou otevřené množiny v X a ∀Y − C,
kde C je kompaktńı podprostor X. (je třeba dokázat, že se jedná o topo-
logii). Ted’ ukážeme, že X je podprostor Y . U otevřená v Y , U ∩X = U .
U = Y − C ⇒ (Y − C) ∩X = X − C otevřená v X
(...?)
Y je kompaktńı: Necht’ A je otevřené pokryt́ı Y . A muśı obsahovat i
množinu tvaru Y − C, protože žádné z množin 1. typu neobsahuj́ı bod
a. Vezmeme množiny z A kromě těch ve tvaru Y −C, to je pokryt́ı X a z
něj existuje konečné podpokryt́ı, protože X je kompaktńı. Plus vezmeme
jednu množinu Y − C a stále máme konečné pokryt́ı.
Y je Hausdorffuv: Pokud x, y ∈ X, neńı co dokazovat (X je Hausdorffuv),
zaj́ımá nás tedy př́ıpad x ∈ X, y = a /∈ X. X je lokálně kompaktńı ⇒ ∃C
kompaktńı okoĺı x obsahuj́ıćı U . Potom Y −C je okoĺı a a U ∩Y −C = Ø

3.krok (opačná implikace) Necht’ existuje Y splňuj́ıćı podmı́nky věty. Potom X je
Hausdorffuv. Chceme ukázat, že ∀x ∈ X je X lokálně kompaktńı. a ∈ Y −
X jediný bod, x ∈ U, a ∈ V okoĺı. Z Hausdorffovosti v́ıme, že U ∩ V = Ø.
C = Y − V je uzavřená v Y ⇒ C je kompaktńı podprostor Y a obsahuje
U .
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Mohou nastat dvě situace - X je kompaktńı ⇒ Y dostaneme přidáńım 1 izolo-
vaného bodu, nebo X neńı kompaktńı ⇒ X̄ = Y

Definice: Pokud je Y kompaktńı Hausdorffuv prostor a X ⊂ Y takový, že
X = Y , potom Y se nazývá kompaktifikace X. Pokud Y \X = {a}, potom Y se
nazývá jednobodová kompaktifikace X.

Věta: Necht’ X je Hausdorffuv prostor. Potom X je lokálně kompaktńı právě
tehdy, když ∀x ∈ X a ∀Ux okoĺı bodu x existuje Vx okoĺı bodu x takové, že Ux

je kompaktńı a V ⊂ U .

Důsledek: Necht’ X je lokálně kompaktńı Hausdorffuv prostor a A ⊂ X pod-
prostor. Pokud je A uzavřený nebo otevřený v X, tak je A lokálně kompaktńı.

Důsledek:X je homeomorfńı k otevřenému podprostoru kompaktńıho Hausdor-
ffova prostoru právě tehdy, když je X lokálně kompaktńı Hausdorffuv.
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10 Normálńı prostory

Definice: Předpokládejme, že jednoprvkové množiny jsou v X uzavřené. Po-
tom X je regulárńı pokud pro x ∈ X a B uzavřenou množinu, x /∈ B, existuj́ı
otevřené disjunktńı množiny U ,V takové, že x ∈ U a B ∈ V.
X je normálńı pokud pro A,B : A∩B ̸= Ø uzavřené množiny, existuj́ı otevřené
disjunktńı množiny U ,V takové, že A ∈ U a B ∈ V.

Lemma: Necht’ X je topologický prostor. Jednoprvkové množiny jsou uzavřené.

(i) X je regulárńı ⇔ ∀x ∈ X a ∀U okoĺı bodu x ∃V okoĺı bodu x takové, že
V ⊂ U

(ii) X je normálńı ⇔ ∀A uzavřenou a U otevřenou množinu, A ⊂ U existuje
V otevřená taková, že A ⊂ V a V ⊂ U

Věta:

(i) Podprostor Hausdorffova prostoru je Hausdorffuv, součin Hausdorffových
prostor̊u je Hausdorffuv.

(ii) Podprostor regulárńıho prostoru je regulárńı, součin regulárńıch prostor̊u
je regulárńı.

Věta: Necht’ Xα je množina prostor̊u, Aα ⊂ Xα ∀α. Pokud na
∏

Xα máme

součinovou (nebo box) topologii, tak
∏

Aα =
∏

Aα.

Př́ıklad Hausdorffova, ale ne regulárńıho prostoru:
R s topologíı, jej́ıž báze jsou otevřené intervaly (a, b) a všechny množiny tvaru
(a, b)−K, kde K = { 1

n , n ∈ N}
Jde o Hausdorffuv prostor, protože pro libovolné dva body najdu disjunktńı
intervaly, které jej odděluj́ı.
Nejedná se o regulárńı prostor, protože nenajdu takové disjunktńı množiny, které
by mi oddělovaly 0 a K.

Věta: Každý regulárńı prostor se spoč́ıtatelnou báźı je normálńı.

Důkaz: A,B uzavřené v X, Ā∩B̄ = Ø. ∀x ∈ A∃U okoĺı takové, že U∩B = Ø.
Z regularity X v́ıme, že ∃V okoĺı x : V̄ ⊂ U . K V̄ vezmeme bázový prvek,
který spadá pod U . Pokud toto uděláme ∀x ∈ A, źıskáme spočitatelné pokryt́ı
A otevřenými množinami, jejichž uzávěry maj́ı s B prázdný pr̊unik → (Un).
Analogicky źıskáme i (Vn) pokrývaj́ıćı B : V̄n ∩ A = Ø∀n. Množiny ∪Un a ∪V
jsou otevřené a pokývaj́ı A a B, ale nemuśı být nutně disjunktńı:

U ′
n = Un −

n⋃
i=1

V̄i V ′
n = Vn −

n⋃
i=1

Ūi

V ′
n, U

′
n jsou otevřené (rozd́ıl otevřené a uzavřené množiny) a pokrývaj́ı A a B

resp. U ′ =
⋃
Un a V ′ =

⋃
Vn jsou hledané disjunktńı množiny.
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Věta: Každý metrizovatelný prostor je normálńı.

Věta: Každý kompaktńı Hausdorffuv prostor je normálńı.

Urysohnovo lemma: Necht’ X je normálńı prostor, A a B jsou uzavřené a
A ∩B = Ø. Necht’ [a, b] je uzavřený interval v R. Potom existuje spojité zobra-
zeńı f : X → [a, b] takové, že f(x) = a ∀a ∈ A a f(x) = b ∀b ∈ B.

Definice: Pokud A a B jsou dvě podmnožiny topologického prostoru X a pokud
existuje spojitá funkce f : X → [a, b] taková, že f(A) = {0} a f(B) = {1},
ř́ıkáme, že A a B můžeme rozdělit spojitou funkćı.
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11 Lokálńı konečnost a parakompaktnost

Definice: A množina podmnožin X se nazývá lokálně konečná, pokud ∀x ∈ X
má okoĺı, které prot́ıná konečně mnoho množin z A.

Lemma: Necht’ A je lokálně konečná množina podmnožin X, potom

(i) Každá podmnožina A je lokálně konečná

(ii) B = {A}A∈A množina uzávěr̊u prvk̊u z A je lokálně konečná

(iii)
⋃

A∈A A =
⋃

A∈A A

Definice: Množina podmnožin B prostoru X se nazývá spočitatelně lokálně
konečná, pokud B můžeme napsat jako spočitatelné sjednoceńı Bn, kde každá
Bn je lokálně konečná.

Definice: Necht’ A je množina podmnožin prostoru X. Množina podmnožin B
se nazývá zjemněńı A, pokud ∀B ∈ B ∃A ∈ A takové, že B ⊂ A.

Lemma: Necht’ X je metrizovatelný prostor. Pokud A je otevřené pokryt́ı X,
potom existuje otevřené pokryt́ı B zjemňuj́ıćı A, které je spočitatelně lokálně
konečné.

Definice: Prostor X se nazývá parakompaktńı, pokud každé otevřené pokryt́ı
X má lokálně konečné otevřené zjemněńı, které pokrývá X.

Věta:Každý uzavřený podprostor parakompaktńıho prostoru je parakompaktńı.

Lemma: Necht’ X je regulárńı. Potom následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:
Každé otevřené pokryt́ı X má zjemněńı, které je:

(i) spočitatelné lokálně konečné otevřené pokryt́ı X

(ii) pokryt́ı X, které je lokálně konečné

(iii) uzavřené pokryt́ı X a lokálně konečné

(iv) otevřené pokryt́ı X a lokálně konečné

Věta: Každý metrizovatelný prostor je parakompaktńı.

Tichonovova věta: Součin kompaktńıch prostor̊u je kompaktńı prostor.

Lemma: Necht’ X je množina a A množina jejich podmnožin, která má vlast-
nost konečného pr̊uniku. Potom existuje D množina podmnožin X taková, že D
obsahujeA a má vlastnost konečného pr̊uniku a žádná podmnožinaX obsahuj́ıćı
D tuto vlastnost nemá (maximálńı množina s vlastnost́ı konečného pr̊uniku).

20



Lemma: Mějme X množinu a D množinu jejich podmnožin, která je maximálńı
vzhledem k vlastnosti konečného pr̊uniku. Potom:

(i) Každý konečný pr̊unik prvk̊u z D je prvek z D

(ii) Pokud A ⊂ X taková, že má neprázdný pr̊unik s každým prvkem z D,
potom A ∈ D
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12 Metrizačńı věty

Urysohnova metrizačńı věta: Každý regulárńı prostor X se spoč́ıtatelnou
báźı je metrizovatelný.

Nagata-Smirnov metrizačńı věta: Prostor X je metrizovatelný právě tehdy,
když X je regulárńı a má spočitatelně lokálně konečnou bázi.

Smirnova metrizačńı věta: X je metrizovatelný právě tehdy, když je para-
kompaktńı Hausdorffuv lokálně metrizovatelný.

Důkaz:
Necht’ X je metrizovatelný. Potom je lokálně metrizovatelný a parakompaktńı.
Necht’ X je lokálně metrizovatelný a parakompaktńı. Ukážeme, že X má bázi,
která je spočitatelně lokálně konečná. Potom tvrzeńı plyne z Nagata-Smirnovy
věty, nebot’ X je regulárńı (z parakompaktnosti a Hausdorffovosti). Pokry-
jeme X otevřenými množinami, které jsou metrizovatelné ⇒ vybereme lokálně
konečné otevřené zjemněńı C tohoto pokryt́ı. Necht’ dC : C ×C → R je metrika
∀C ∈ C. Necht’ BC(x, ϵ) je koule otevřená v C∀x ∈ C ⇒ otevřená v X. Necht’

m ∈ N : Am = {BC(x,
1
m ), x ∈ C,C ∈ C}, Dm je lokálně konečné zjemněńı Am

(z parakompaktnosti). D =
⋃
Dm je spočitatelně lokálně konečné. Ukážeme, že

D je hledaná báze:
x ∈ X, U je okoĺı x. chceme naj́ıt okoĺı D ∈ D : x ∈ D ⊂ U . x lež́ı v
konečně mnoha prvćıch C, necht’ to jsou C1 · · ·Ck. U ∩ Ci je okoĺı x v Ci ⇒
∃ϵi : BCi(x, ϵi) ⊂ U ∩ Ci. Necht’ 2

m < min{ϵ1 · · · ϵk}.
D pokrývá X ⇒ ∃D ∈ D : x ∈ D ∈ D. D zjemňuje A ⇒ ∃BC(y,

1
m ) ∈ A

pro C ∈ C, y ∈ C ⇒ x ∈ D ⊂ BC(y,
1
m ) → x ∈ C ⇒ C je jedna z množin

Ci ⇒ BC(y,
1
m ) má diametr ≤ 2

m < ϵ

⇒ x ∈ D ⊂ BCi(y,
1

m
) ⊂ BCi(x, ϵi) ⊂ U
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